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Предлагается путь построения для угловой области системы соб
ственных функций однородного дифференциального уравнения и час» 
вых производных одного порядка с постоянными коэффициентами Эта 
возможность осуществляется в случае плоской задачи теории упругости 
для однородного анизотропного тела. С помощью построенной системы 
собственных функций исследуется поведение напряжений в угловой 
точке поперечного сечения призматического тела, находящеюся в ус
ловиях плоской деформации и имеющего в каждой точке плоскость 
упругой симметрии, нормаль пой к образующим его боковой поверхно
сти.

Начало прямолинейной декартовой системы координат поместим в 
иловой точке сечения призматического тела, направляя ось с нормаль 
во к плоскости упругой симметрии, а ось х по касательной одною и г 
ветвей контура поперечного сечения Угол между касательной второй 
ветви контура и осью х обозначим через

При отсутствии массовых сил функция напряжений удовлетворяет 
Дифференциальному уравнению ('>

о* Е д*Е д*Е п (ЕЕ . (ЕЕ
“"77 7777՜ -“"7777 4 ""77՜ '

(1.1)

где атп упругие постоянные материала.
Предполагается, что примыкающие к угловой точке части копира 

поперечного сечения свободны от внешних нагрузок I раннчные условия 

можно представить в виде

о2 Е (ЕЕ (ъ
—— к(пзц 4՜ ~ “ соавд ж_гСо։«, ՝
ду2 дхду у-..1п«.
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дЧ- . ,
——51па0 ч- —— Со§։0 
дхду дх1 л -гсом. 

у — г11։иф

дхду у- О
(1.2)

Решение уравнения (1.1) представляется в следующем виде

Г(.с. у) = Л(х Ч-*У)И’• (1,3)

Подставляя (1.3) в (1.1), получаем относительно 5 алгебраичес
кое уравнение четвертого порядка (’)•

4- (2«ц 4֊ ««)*■ ֊ 2«ц^։ -1֊ «„'> = 0. (|,4)

Уравнение (14) не имеет действительных корней, что на основании 
положительности потенциальной энергии деформации доказано в (’) 

Рассмотрим два возможных случая.
1 Когда корни уравнения (1.4) (*=1, 2. 3, I) простые.

= (1.5)

Решение (1.1), соответствующее каждому представим в виде 
суммы линейно независимых решений

Лл, у) = £ ЛЛ(л֊Ч о*у)'Ч 
<• I

(1.6)

где .4*—комплексные постоянные.
Удовлетворяя граничным условиям (1.2) на основании (1.6) для 

коэффициентов Лд. получаем систему однородных уравнений.

,4։ Л« 4 Л։ Я4 =0;

4՜ ''։Л։ 4 ''г՝։ 4՜ ^*Л4 = 0;

п,Л։ 4- а,А, 4 Й։Л, П4Л4 = О;

'<։н։Л1 '<//,Л, { г’*«ьЛ,Ч-г4а4Л։ = О.

где

«* = (СО8։04-''*5|П7в)‘ .

Введя обозначения

?* = агр(со5«в4-гч81нал1. (* = 1,3) (1«)

Ч..- =5 I'<з.< = а

из условия существования нетривиального решения системы (1.8) по
лучаем следующее уравнение относительно /.

4>Зс)1(л1пР) 4՜ |(3 — ։)* 4- (* — ₽)։|со8А(?1 4- «,) —

|(т — а)8 4- (•> Ч- ?)։|со8/.(<р։ - ■?,) = 0, (1.9)

где

/?, = |(Соь?0 г з։1па0)։ } 'а»1Н*։0|1г-, 
0՝։ |(созам ։51па0)։Ч->։»1п։70|Ч
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Решение уравнения (II). удовлетворяющее граничным хсловцам 
(1,2) и двум конкретным условиям на замыкающей части контура угло 
пип области! представляется в виде суммы собственных функций

/‘(х> у) = 1 £ Лих + ^у)’"4՛. (1.10)
։ * ч > * 1

। (С первую сумму необходимо распространять на все корни трансцен- 
денгпого уравнения (1.9), имеющие положительные действительные 
части, ч го вытекас! из |ребовання конечности накопленной удельной 
потенциальной энергии деформации в окрестности угловой точки

Переходя к полярной системе координат (г, 1) решение (1.10) 
можно представить с разделенными переменными

/Г(С?)=Х Г*"|/?■<•*՛(л;cos).+1т Л,sin/.+•;) 4- 
(>л)

4՜ С'л+>(Д3С05г + б 4- Я ։ sin I +&)|, (1.11)

r.ie Ah действительные постоянные,

Z?= |(cos? 4՜ 3 sin ?)։ 4- ■** sin*?-11Я,

G= | (cos? 4- ։sln®)։-f- 3sln* ?|‘я,

7 = arg(co$® 4֊ a sin ? 4- /-sin?). O=arg(cos? 4- ։sln?4֊/3sinf). 

Внутри рассматриваемой области f и О изменяются в интервалах

0<0<?г

2 . Рассмотрим случай двукратного корня уравнения (1.4)

i=i։ = ?։, ?=з 4֊ Ь. (2.1)

Решение уравнения (1.1), соответствующее каждому значению 
)■ представляется о виде

F(x, у) = Д(х 4- Зу)х н 4֊ В(х 4- оу)х+* 4 С(х 4- 5у)(х 4- йу)։ 4֊

4֊ D(x 4֊ 5у)(х 4- iyY , (2.2)

где Л, В, С, D— комплексные постоянные.
Переходя в (2.2) от декартовых координат к полярным, имеем

F(r, ф) = (гр)'+։(Д cos Х+0 4՜ Л sin' О 4՜ Ceos) "О 4* Wsln' ~8), (2.3)

где Д, В, С, D—действительные постоянные, *+=) 4-1. 1

?= |(cos? 4՜ з։1 п?)։ 4* v*sln*?|։Л, & = argfeos? 4՜ esln? 4՜ bsln?)

В случае изотропного материала: а=0, »=1. ри1 получаем хо
рошо известное представление решения бнгармоиического уравнения

/■(г, ?) = г‘ +•(Д cos '• э 4՜ В sin ' ? 4՜ Gcos) f Dsln' ®).

I ранпчныс условия в полярных координатах имеют вид:
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A|f-u = O,

F|,-4=0.

Удовл створяя г ран н ч н ы м

UF
= 0;

9'0

dF

условиям (2.5), имеем:

(2.5)

Д 4֊С=0.

/ + Л֊Н֊/) = 0, 

4 cos/ 0, + fisln>+0։4- Ceos/ 0, | Dsin/ 0։ = <>,

—/U+cosz+O, )֊ Н> ՛.♦ cos/ +0։ Ci sin/- 0։ 4 D*~cosX"0։ = 0, (2.6) 
тле I

О, = nrg(cos։0 4- 3 sin ։0 4- Р Sin а0).

Для >. получается уравнение

*.*slns6։ — sln’>ei=O. (2.7)

У равнение (2.7) идентично уравнению, соответствующему изо
тропному клину (’••') с углом раствора в։.

Общее решение представляется в виде ряда

/ (/", (f) = v (го)'п ’(Ллсо5/.+е4-Дп51п/.+0+Слс°8Кя-04-Дя81пл;в) (2.8)
(1 пI

здесь
о<о<о։.

Представление функции напряжения в виде (111) ьли (2.8) лает 
возможность исследовать поведение напряжений в окрестности угловой 
точки поперечного сечения призматического анизотропного тела, нахо
дящегося в условиях плоской задачи теории упругости. Если уравнения 
(1 9) и (2.7) имеют корни н полосе 0<Re>-<^l комплексной плоскос
ти / напряжения, вычисляемые по формулам

1 оГ , 1 д։Р (РР д / 1 дР\ /00.~ “т —;• 3- — тт՛ дг* — ~ Т՜ ( — лГ ) '"
г ог г* о-Р дг* дг \ г ду /

при г -0 неограниченно возрастают. Порядок особенности равен 
1 Ре/,, где /, корень уравнения (1.9) или (2.7) с наименьшей дей
ствительной частью в полосе 0<Ре>-<1.

Напряженное состояние во втором случае зависит от двух упругих 
констант материала Этот случай включает в себя частный вид общей 
анизотропии. Отметим, что в случае общей ортотропии напряженное 
состояние также зависит от двух констант материала. Корни уравнения 

(1.5) имеют вид о=+(з /?). поэтому в случае общей ортотропии
характеристическое уравнение для собственного значения / полу
чается из уравнения (1.9) соответствующим подбором аргументов?* 
комплексных чисел В случае изотропного материала уравнения 
для / получается из (2.8), если в нем заменить 0։ через а0.
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Порядок особенности .нтряжеонП но nepimtiie ума с рлствоп,», 
>. ................. . особенности напряжена!։ для изотри..... . материала
при угле, равном 0։.

Известно, что в решениях первой краеьой задачи теории упру
гости изотропного тела особенность напряжений и угловых точках 
области имеется при углах 5#>г (’). Во втором случае рассмотренной 
выше анизотропии в зависимости от 8 - з-|- fo

®i = arg(cos։0 4֊з sbia0 4- bsin%)

может быть больше или меньше, чем в0. и так как при углах з0>п 
большему углу соответствует особенность более высокого порядка 
то в зависимости от анизотропии при одном и том же угле з0 поря
док особенности напряжении может быть выше или ниже, чем осо
бенность напряжений, полученная в случае изотропного тела, что не 
согласуется с утверждением работы (‘) о том. что ....наиболее сла
бая особенность поля напряжений имеет место в случае изотропного 
тела...*.

Случаи ’о = ՜, з0 = 2" являются предельными в том смысле, что 
н общем случае анизотропии приведенные углы в характеристи
ческих уравнениях для собственных значений стремятся к - и 2z, 
если % стремится к я и 2к.

Уравнения (1.9) и (2.7) п этих предельных случаях примут вид

sln’Hr—0 при а, = - 

8|п։2>я=0 при в0=2-.

Следовательно, при я0 = ՜ особенность напряжении отсутствует, 
а в случае я0=2к. когда поперечное сечение тела превращается в 
область с разрезом, особенность напряжений в основании разреза 
имеет порядок 0,5.

Вычислительный центр
Хкпдсмпп наук Армянской ССР

Ռ. «|. ԱԼԵՔՍԱՆՅԱՆԱնիզոտրոպ մարմնի աոաձզականւււթյան ւոեււու |> ւււմւ հարթ խնդրի 
1>սււ|ասարումների լուծումների մի դասի մասին

Աշխատանքում աոաշարկվոլմ Լ անկյունային տիրույթների համար ան֊ 
Ւհոտրոսյ մարմնի ա ոաձղական ո ւ թ յան տեսության հարթ խնդրի հավասա
րումների լուծումների կառուցման եղանակ, Այղ հնարավորությունն իրա֊ 
'ւ^նացվ,,^ Լ արւոարին ումից աղատ կողմերով անկյունային տիրույթի 
էԼպրո,մլ Կառուցված սեփական ֆունկցիաների օդնությամր հետադոտվոլմ 
< շարումների վարրր սլրիղմատիկ մարմնի րնդլայնական հատվածքի եղրա- 
1*1' անկյո,նային կետում, երր մարմնի նյութն ունի մարմնի կողմնային մա- 
^րեռյթի ծնիլին ուղղահայաց աււաձղական սիմետրիայի մեկ հարթություն,
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երբ յարվածա յին վիմակք կախված Լ Նյութի տոաձդական չորս կամ 
երկու Հաստատունն երիէ]. ստացված են սեվւական արմեբների համար հա- 
վաստրումներ է որոնց յուծոլմներր տալիս են լարումների եդակիութ լան կարդք 
անկ յուն այիե կետումւ 1’դոտրոպ նյութի դեպքում անկյունային կետում յա. 
րումների ե դա կ ի ու թ յունն ե րի ուս ումնա ս իրո» թ յո էնն ե ր ի Հայտնի արդյունքները 
հնարտվ որ Լ օդտադործել ան ի դ ո տ ր ո պ Ո է թ յան մ ասնավոր դեպքերի համար» 
Պ րիդմ աւոիկ մարմինների անկյունային կետերում հնարտվոր Լ , որ անիսո-, 
տ րոպութ յան դեպքում լ ա ր Ո ւ մ ն ե բն ունենան ավելի ցածր կարդի եդտ կիու- 
թյուն, քան իդոտրոպութ յան դեպքում ւ
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