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МАТЕМАТИКА

А. X. Симонян

О среднем числе уклонений разности гауссовского 
стационарною процесса и аппроксимирующей его ломаной

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А А Та л;։ ляном 2/\'11 1975)

В работе найден главный член асимптотики среднего числа ук- 

лонений (выбросов за фиксированный уровень а) разности 
дифференцируемого в среднем квадратичном гауссовского стационар­

ного процесса Ег и аппроксимирующей его ломаной
Пусть процесс Е<, £'Е,=0, имеет ковариационную функцию рг с 

непрерывной компонентой в спектре и

при И| <։, (1)

где Ь 0, ։>0, а неотрицательная четная функция с։ дважды непре­
рывно дифференцируема при 0<7 •"։, правильно меняется в нуле с 
показателем 2<£<4 (։) и

[ Нт с, • Г’^0. (2)
I / *0

Не уменьшая общности, полагаем далее р0=1.%1 - 1• т- е- £Е’ —£Е;=1. 
где есть производная пройесса Е, в среднем квадратичном. В ка­
честве функции С/ можно взять, например, функцию |/|2+и , 
Г).

Булем рассматривать процесс Е/ при /£[(), й|. А е. Обозначим

д==—. Тогда Е,—и и 10, 1|. Для условного среднего £|:Л(/|Е0 = 
Л

— хи, Ед^л։| процесса Ед(/ справедлива следующая лемма.
Лемма 1. Для любых х0, х։ н любого фиксированного и( |0. || 

имеет место

Нт £|Е/П(|Е0 х0, 
л ։п Ц л-։)=х„(1— «) + *,«• (3)

Доказательство этой леммы основывается на формуле
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где

А I'AmI’O---- ' Л11
Л(Л. ", Ар, ,Vj

Я(Л)
(41

/i(A. и, Лр, х։) =
Ро Ph Phu

Ph Ро ₽*(։֊«։
•*о х։ О

/»(л) = Ро Ph

Ph Ро
а

с нс поль зо пан нем выражений (1). (2) и предельным 
А I О.

переходом при

Известно, что £|5лн1^о =-*о» Ц = х11 есть нанлучшая оценка для 
гауссовского процесса (и £ |0, 1|) при 50=х0, ?л = х։ в том смыс­
ле. что условная дисперсия

^(^Лн1’о — хо- ՝Л—•*։) I* 1՝о—-'•о» Ч/— •*11 (о

минимальная (*), .1 но лемме I для £[Е/|Ц|«0 = х0, ;л = -Ч1 главным 
членом асимптотики при А 1 0 является отрезок х0( I — м)4-х։м, «£|0,1|. 
так что главный член асимптотики для (5) при А^О заключается в 
выражении

£\ RftM—л0(1 -«)—х։и]։|Ев=х0, '/I — Л11-

На основании приведенных рассуждений при достаточно малых
А

А будем аппроксимировать процесс |1а |0,1| процессом = 
= ('1֊ «);0-Н/;Л.

Рассмотрим процесс ^и = ՝лн~*лн 11 обозначим через г,, (и. г>) 
(ц, V£ |0, 1|) его ковариационную функцию. Этот процесс гауссов­
ский, дифференцируемый в среднем квадратичном, со средним нуль, 
но уже нестационарный, как показывает следующая лемма.

Л е м м а 2.

гд (и, v) = bh> Hh\ |u—— v(l—др — (I — v)u* — 

u(l֊n)։ -j- «(1 —v)—( I— u)v> -| (1 —l4-o(l)) (6)

при A J 0 для любых и, |0, 11.
Следствие.

D-^ = 2АЛЗ Hhu( 1 1 — (I -«p-» - «’֊՛](! фо( 1)) (A | 0) (7)

Л e м м a 3.

£гЩи=дА’“1/ул1-(|-«)? H- (1-w) + /Р ֊ " +

-b₽w(l - «p֊‘_Ji(l -M)«3֊’|(l -f- 0(1)) (8)

при A , 0.

В леммах используем тот факт, что

(9) 

где И/, медленно меняющаяся в нуле функция, т. е.

Нп1^֊А= 1(х>0) (։), (Ю)
hlU Hh
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а также то, что

ch- 'л/t՛ 'А/Л(1 1 о(1)) при А । 0. (II)
Лемма 4.

1)^и—~ЬК' 2^л1?(1-мр-|+?«,-,—11(14-0(1)) при А , 0. (12)

Лемма 4 также доказывается с применением формул (9) и (II).
Обозначим через \+(А) число пересечении снизу вверх фикси­

рованного уровня а процессом <£|0, А| (’). Известно, что (»)

Л « р 
fy, (Л) = \

о и

из)

где р։(а. z) есть плотность вероятности события — а. ;' = г| и
/ х 1pt(a, z) =  .... exp

2к/detA 1

где 
/ Dli

л ' \ 5/л

Наша цель найти главный
Введем следующие обозначении

член асимптотики выражения (13).

7,(«)=3(1 и)5՜1 I.

7,(«) -(I-//)’ 4- (1-ц)+«’-и 4- Зм(1-«)1 1

Ъ(") ="(1—н)Н —(I—ир՜’—и’ '|.

7А«)=4т։(м)т։(« )—$(и).

Л е м м а 5.

-֊(a, z)'A *(д, ?)-=- Ъ(") 

bh?~-Hh
z «71(")

Лт»(«)

(։(«) ??(“>] L, 
т։(«)11

! «(И)

— 3(1 — ц)ц>-1

а
I։(w)A։

при Л 1 О'
Лемма 5 следует из лемм (2)—(4).

Л с м м а 6.

„ . 1 Г lJ/7(«) I a*7i(«) I .
CY ( h ) ~ — I ֊ ■ ехр \----- 77-, г.----Jdtl •

2* J 74(я) 1 I Л/р I<1
А , О.

207



Т с о р е м а.

где

^֊й^Н^ехр а2
й(| 2։ ')й'/Ул

й 4 О,*5*(Л)

й( | 2-'- ‘)2?-1 П/г
-?|?2’֊-՝(?г 5)4֊НЗ| I

Доказательство теоремы основано на применении метола Лапласа щ 
теории асимптотических разложений.

Обозначим через Ъа (7) число выбросов процесса за полосу 
| а. о| на промежутке времени |0, 7՝|. Для этого промежутка |0.Г| 
главным членом асимптотики среднего числа ^д(Т') будет

а
К: 1 /7‘ - е х р

й( 1 2-')^ Н„
Л I 0 (14)

Следуя (’), будем говорить, что Л и 
разом, если

^а(О=Н=0(0 при

Г изменяются согласованным об.

й 4 0 и Т ] оо. (15)

Пользуясь соотношениями (14) и (15) можно показать, что

И' Нц '՝■֊
2Л(?) уа-?՜4»
—— 1 а1

1‘й /

I
при Т 1 ОО Р = О( 1).

Отсюда можно получить при конкретных выражениях функции 
главные члены асимптотики шага интерполяции Л, когда ц = О(I), 
Т ) оы. В частности, при НЛ=/.=соп81 получаем, соответственно,

й —“ при Г | ©о, р=О( 1).

Если же поставить обратную задачу, т. е. как велико должно быт* 
Г при й |0 и р = О(1), то из (14) и (15) видно, что

24?)
Нт™ п 6(1-22-’)й’ЯЛ ' М, р-о(1).

Заметим также, что, так как Р|т(а(7 )>0| <Ег1а(Т), то (14) являете՛’ 
оценкой сверху для вероятности уклонения разности гауссовского 
процесса и аппроксимирующей се ломаной на величину, по модул» 
большую а, на промежутке |0, 7'|.

В заключение выражаю искреннюю признательность Ю. К. Бел*1 
еву за постановку задачи и ценные указания.

Москопскнн государственный университет 
ни. М. В. Ломоносова
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Il hl. 111ИППЛП1.

Դաաււյսւն ււսւսւ<||ւււնւււՐ ս|րո<|Խւ|ւ ն նրան մոաարկող phl|i»u||i 

uiuii'phrnt|»|սւն ջԼքլման միյփճ |>ւ||ւ մասին

Գ//ր;ր»ւ// 
if/jy անդամ

Xj-b դւսասյան, ստացիոնար, միջին րաոա կուսային իմաստով 
ք)ի*իերհնէյ!պի պատահական պրոցես Լ։ Ինյպի" ի' Հավան ակտ-

Vut թրոմբ Լ ալդ պրոցեսի մաքսիմալ շեդտմր' \Mh kh £ | 0. / |% 
(ւսրժե բներով կա/ւուցվտծ 1’^^1ս,ւ1՚!հ դերադանցամ tni/juif fl արժեքրր Հոդ-' 

վ ած ու մ ստացված 1ք այդ հավանականության վերրն դնահատականն աքն 
պայմանում, երր մոտարկման րայյր' ե-ր, ձդտում / դրոյի* Հնարավոր Լ 
դայքէնամ պտտկերսւցււէ մ uiniuhuif այն մաս/lb, pi> Ւնչպես րնւորեյ մոսւարկ- 
մ ան րայ/ր, կամ ավյտ( ինտերէ[ ւպի ե րկարութ յունր, որպեսզի պատահ ակտն 
պրոցեսր րեկյսւրէվ մոտ սւրկւ/ի անհրամեշտ և շտ ո t fl j ա մ ր:
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