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Об алгорифмических языках, не допускающих 
взаимной оптимальной трансляции

(Представлено академиком АН Армянской ССР С Н Мергеляноы 15/1V 1975)

В теории алгорифмов значительную роль играет теорема X. Род­
жерса (’). известная как теорема об изоморфизме униперсальных ну­
мераций. К сожалению, техника доказательства этой георемы не позво 
лист судить о том, какова величина «избыточности» образа функции ио 
сравнению с прообразом Основным содержанием данной работы явля­
ется доказательство того, что для любой пары критериев сложности, 
удовлетворяющих аксиомам Блюма (’) и любому алгорифмическому 
тыку из весьма широкого класса алгорифмических языков* (включаю­
щего универсальные) можно построить второй алгорифмический язык, 
равнообъемный исходному, таким образом, что никакая трансляция из 
одного языка в другой с помощью алгорифма, принадлежащего этим 
языкам, не может сохранять свойство алгорифма быть минимальным 
(средн эквивалентных) по соответствующей мере.

Уточним основные понятия работы Не ограничивая общности, из­
ложение будем вести на примере частично-рекурсивных функций 
(ЧРФ). Дадим то определение понятия «алгорифмический язык», кото­
рым мы будем пользоваться (иногда будем писать ради кратности 
просто «язык»).

Определение 1. Пусть <?—двухместная ЧРФ. Класс функций 
|кх|?(л, х)|| будем называть алгорифмическим языком, если он 
удовлетворяет следующим условиям:

I) содержит все константные функции,
2) замкнут относительно операции суперпозиции.
Будем говорить, что функция ? определяет этот язык. Язык, 

определяемый данной функцией, будем обозначать соответствующей 
прописной буквой.

Если у определяет алгорифмический язык Ф, то символом ®л

Все понятия, используемые пока но интуитивном уровне, будут уточнены нн*е.



будем обозначать функцию л)| и п будем называть номером
этой функции в языке <1». Ясно, что о пт и та же функция может 
иметь более одного номера (в богатых языках обычно бесконечное 
число номеров).

Определение 2. Общерекурсивную функцию а назовем 
транслятором из языка Ф в язык Ч , если выполнено следующее ус­
ловие:

V«¥-'*(?(«. лг) ^Ф(а(Л). Л)).

Определение 3. Транслятор а из Ф в ’Г назовем собствен­
ным если а£Фр)Ч*.

Определение 4. (см (*)) общерекуренвную функцию $ 
назовем мерой сложности, если существует такая ОРФ р, что

¥У(1-Ф(-0<у|=О.чу)).
где D каноническая нумерация всех конечных множеств натураль­
ных чисел.

Определение 5. Будем говорить, что номер п s-минимален 
в языке Ф, если выполнено условие:

Vy(s(y)<s(//)D
Теорем а. Каковы бы ни были алгорифмический язык Ч’ и меры 

сложности s, и $։, существует такой алгорифмический язык Н, 
равнообъемный языку ’I՜, что не может существовать собственно­
го транслятора а из Ч в Н и (собственного транслятора 3 из Z в 
Ч ). удовлетворяющего условию 
Х'гЩп s^-muhu чален) Zi (3 (и) st минимален)) (соответственно (п 
s։֊ минимален) Р(л) s։—минимален).

Доказательство. Пусть а—помер некоторой константной 
функции, если язык 4' содержит только ОРФ и номер пустой функ­
ции в противном случае. Будем обозначать через # множество 
|z/s։(z) = xj, где /=1. 2. Очевидно, что множества В* описываются 
эффективно. Через |Л|. где А списковое множество, будем обозначать 
мощность Л. ,։3l

На первом этапе строим последовательность чисел е(0), «*(1), ... 
следующим образом;

|е(0) = ну(|Д'|^0);
к(л-Н) = ру(у е(п) & |5'у|֊у-0).

Введем следующие обозначения:

Через Еп(й), где обозначим £-й по величине (в порядке
возрастания) элемент множества Еп.

На втором этапе построения строим конечные последовательнос­
ти конечных множеств Р(п, к) и чисел /(и, й) следующим образом:
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/(Л, 1)=11/(|^|уО);

Л(0. 1) = ^(О1Ь

В дальнейшем интервал изменений к зависит от п\

1^А<£л]4-1; Лл-|£л|+1.

/(л+1,1)-и/(| и /$|>|£я+||+2);

/(«+։. 7+1)=^(|и в;|> |£„+։| 2>;
р-Дл+1. <Н + 1

/(л + 1.1)
/^+1.1) = и В--*л)+։

/(«+։.« I)
Г(я+ I. <7+0= и 

₽-/("+։. «)+>
Очевидно, что эти последовательности порождаются эффективно.

Введем обозначение
р) = шах х(5,(х)>5։(у)& у £ Г(л, р) & х < Р(п. р)).

Заметим, что

ШК /’))<Ш(«.Н О) и 
э։(х(п, р)) < 4- 1. г)) для всех р, г, п.

Определим теперь для каждого А и л՜ значение ;(А, л) следующим 
образом.

Этап 1. Проверяем, выполнено ли условие А - Г(0. 1). Если 
оно выполнено, то полагаем

ЦА, х)^фд(х).
Если же это условие не выполнено, (а это проверяется алгорифмн- 
ческн), то переходим к этапу II.

Этап II. Проверяем, существует ли такая пара <?', /»>. что 
= Если такие п и р существуют, то полагаем

•(Л. лс)~К։д)(л).

В противном случае переходим к выполнению следующего этапа.
Этап III. Ищем такие п и р, что А^^(л, р). (очевидно, что 

А ■*£(«, р)- Начинаем одновременно вычислять (Еп(Р)) 11 знп՜ 
чения ф£л։р) на множестве Г(л, р).

Если все вычисления завершаются, то рассматриваем множество

В(п, р) Ц»£я(л(Е-(р))1

Обозначим это множество символом А(п. р). Из построения Лр/, р) 
видно, что (^(л. р)|>|£л| 2. следовательно |А(л, |£’„ 14֊ I. Вы­
числяем теперь фел(р)(г) всех 1&(,։՛ Р)\- Вели и эти 
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вычислении завершаются, то рассматриваем полученные значения 
Фл.(»>(г) Для указанных г.

Возможны 2 случая:
я) +£л<₽4г) £для всех Указанных г;
б) противоположный случай.

Рассмотрим случай а). Поскольку |/\(л,/?)| |/?л| |-1, то по крайней
мере та элемента г, и ՝. имеют один и тот же образ относительно 

выберем такую пару, чтобы первый элемент был наименьшим, 
а второй- наименьшим из остальных возможных (такой выбор един­
ственен). Пусть это будет пара <г։, г։>. Если Л=г։. то положим 
;(Л. а)-֊ >Л/1(р,(л՜), если же Л = г։. то положим

;(А, х)^£я(Д)(л).
В случае б) выберем наименьшее из г таких, что Ь£/|(,,,(2) £ Еп ; обоз­
начим его через г,. Если Л=г3. то положим

с(Л, х)~1«я<яи).

Для всех остальных Л, принадлежащих Е(п. р). для которых : 
еше не задана, положим Е(Л, х)=^Фа(л).

Заметим, что если необходимые проверки на этапе III не осу­
ществились, то Е(Л, л՜) окажется неопределенной. Это возможно толь­
ко в том случае, когда ’Г содержит не общерекурсивные функции и 
автоматически получим :(Л, л) ='Ьа(.с), в соответствии с выбором а. 
Если же все вычисления завершаются, то вписывается па месте Л н 
Е соответствующая функция ’Ьд(х).

Па этом построение функции ; завершается.
Докажем, что искомая. Из построения ; легко видеть, что 

13'1', так как имеет номер #(//. р) в Е. Обратное также оче 
видно: каждому номеру в Е поставлена в соответствие некоторая 
функция из 'Г. И ■ I

Допустим, что существует собственный транслятор ? из Е в Чг. 
сохраняющий минимальность. Пусть Еп (р) есть некоторый (таких мо­
жет быть несколько) ^֊-минимальный номер функции ?. Очевидно, 
что 3—ОРФ.

В силу этого определены все значения
'■'/„ipAEnip)) и '^я1/„(г) для z£F(n, р\

Если при этом имеет место случай а) этапа III, то окажется, что 
L-, но {И?))—£(2*), ° ™ время как по предположению 8 — транс­
лятор. Следовательно, случай а) невозможен. Пусть имеет место 
б). Тогда существует такое ztQF(n, р), что Возможны 2
случая. Либо Sj сложность 3(z։) больше $։—сложности элементов Ея, 
либо меньше (так как Еп— множество уровня). Если бы имел место 
первый случай, то оказалось бы, что £ имела бы в языке Ч’ номер, 
сложность которого меньше, чем сложность Еп(р), что невозможно 
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в снЛу выбора Еп(р). либо '<—не транслятор, Во втором случае ока­
залось бы, что номер г։ не у2֊ минимален в Е, что также невозмож­
но в силу того, что ни один номер, меньший г,. не приписан функ­
ции ՛?£„(/>( при построении. Итак, в каждом из рассмотренных случаев 
мы приходим к противоречию. Следовательно, такого транслятора 3 
не существует.

Докажем теперь, что невозможен транслятор а упомянутого ти­
па из ’I* в Е.

В самом деле, х, —минимальными номерами могут оказаться 
лишь те. которые не совпадают с некоторым %{п, р). Но в этом слу- 
мае. согласно построению на этапе III, значение такого транслятора 
на своем х, минимальном номере, скажем Еп(р). не может совпа­
дать ни с г։, ни с 7։, следовательно будет равно некоторому номеру 
функции фв, откуда непосредственно вытекает, что а не является 
транслятором. Теорема доказана.

Следствие. Каковы бы ни были функции сложности у։, х։ 
и универсальная нумерация 'Г, существует такая универсальная 
нумерация Е, что невозможны рекурсивные трансляторы из 'Г а 
Е и из Е в ’Г, сохраняющие свойство минимальности.
I Для доказательства достаточно убедиться в универсальности Н. 
Для этого достаточно доказать сводимость ‘Г к Е. Нетрудно видеть, 
что для нахождения образа номера и достаточно найти соответству­
ющее число р) и затем вычислить р). которое и будет соот­
ветствующим номером из Е. Технические детали такого построения 
хотя и громоздки, но очевидны.

Вычнслнтельиын центр Акилсмпн наук
Армянской ССР п Ереванского государственного университета

1. п. 1пм'иътъ

|1|ււ|ււաւ)սււ՝ձա|՚ար օս|սփմէււ| տրւսնսք |ւււ<||ւա ^բու յյւստրող иц<}нг|||»Иш1|шГ|

|1><|ւււնեւ՝|ւ մասին
Լոդվածոէ մ ապացուցված է. որ ին^պ/աին {ինեն 1Г. Ւ([ամի աք­

սիոմին րավարարող ե Տ, ծավալ աքին րարդութ {ան էի անկցի աներ ր ե տե­
ղագրման գործ ողա թ {ան նկատմամր փակ, հաստատուներ պարունակող Փ 
ա{,{որիի/մական {եղան, ղորէէթ{ան անի Փ-ին նա յնածավա/ աքնպիսի Ч ալ֊ 
ղորիիք մական {եղա, որ հնարավոր չէ սպաիմալ (րսս, համապատաս/սանարար 
$։ ե $յ ծավտլտքին հալաանիշների ) տրանսլյացիա Փ-ից '1 • ինչպես նաև 
Ղ’-ից Փ» Պ'/ արղրււնքը տարածվամ Լ նաև ունիվերսալ ալգորիթմական 
{եղաների դեպքի վրա, չնայած ալն հանգամանքին, որ աքդ {եղաների հա­
մար տեղի անի Հ. էհսլերսի ունիվերսալ ալղորիթմական {եղաների իղոմոր- 
էիիղմի մասին հւսնրւսհալս, թեսրեմր է

JI H T E P A T y P A - ՛♦֊ 1' U 'l II b II b I* (I II b b
1 // Rogers], The Journal ol Symbolic Logic, 23. № 3, 331 -311 tlH5S). 
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