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МАТЕМ АТ И КА

I В. Инрябин

О разложении полиномиального операторного гичка 
на линейные множители

(Представлено ч.1.-кирр АН Армянской ССР Р А Алси. антрпн ч 17/\ I 1975)

После основополагающей работы (։) М. Г. Крейна и I К Лангер?, 
в связи с изучением вопросов многократной полноты системы собствен
ных н присоединенных элементов операторных пучков, появился ряд 
работ, посвященных задаче разложения этих пучков на множители, 
обладающие определенными свойствами (так называемой задаче фак 
торизацнн).

Ниже нами устанавливается одно достаточное условие, при кото
ром полиномиальный операторный пучок допускает разложение на
линеиные множители. Приведенная методика основана на изучении
полиномиального операторного уравнения с помощью классического 
принципа неподвижной точки.

Рассмотрим операторный пучок вида

/,{}.)<=>« А„ + /»-• ,4„ ,-֊ 4֊). Л + До. (1)

где ДД։=О,1, • • • ,л)— линейные ограниченные операторы, лейст 
пующие в банаховом пространстве В. причём Аа— есть единич
ны и оператор-

Обозначим через Я = /?(В--В) пространство линейных ограни
ченных опраторов, отображающих банахово пространство В в себя.

Одновременно рассмотрим ассоциированное с пучком (I) поли
номиальное операторное уравнение

цг)=а,+а±А՝г + л = о. (И)

Имеет место следующая
Теорема. Пусть 

4(1 <4 < л) операторы
обратные Тогда

при некотором фиксированном целом 
= 1,2, • ■ ■ .4) имеют ограниченные 

для любого числа г>1 существуют такие
й/^>0(г = 1, • • • ,4), что при выполнении следующих соотноше
ний

тахЦД՜’ Л/||< V (/ = 1.2, • .«I (1)
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по;<иномиа.н>ный 'операторный -»г.у4ой '(I гМг1\ч Кае&Унрс ггпшп ленис

£(л)МА4 ’ 4/ Ы • <■/ ' » (2)

где )',</?. ։/-■ 1. • ,Л|. а !՛>('•) ~ некоторый пучок порядка
п — 4г.

Доказательство. Применяя с обеих сторон уравнения (II) 
оператор Л перепишем его в виде

(3)
где

Ф(2)^_ Л.-'Л,/" ЛГ’Л,...-Л^Л.г*-ЛГ'Л0. (4) 
44 ՛ ¥> Ь

Очевидно, чю оператор ՛։՛ отображает банахово пространство линей
ных ограниченных операторов R в R. R пространстве R рассмотрим 
тиснутый шар 5 X.-Х՝7.\^г\ \-'Л с центром в нуле и радиуса 
ИИ, Л1Ь « I). ’

Пусть число *,։ такое, что

<—1
" •՝ Г" ■ ||Лг'АГ - ... и. /•■||ЛГМ։|Г

Тогда из соотношении

шах 1|Лг։Л/||<о։1

(5)

*6)

следует, что оператор Ф отображазт замкнутый шар д в себя. В са
мом леле. пусть 2 £5. тогда в силу (5), (6) имеем ’•

||Ф(/>! НЛ.'Л^» ЛГ։ - ■ 4 ЛГ’Л..2։ +

■ А,' «,П ЦМГ’АЛ • пгц՞1И, • ։ ,( иг՛ + • ■ • +'

. ЦАгЧН • ||/||= Г>Лг'А։|К(г» - ».4Г'.։Д-' НИг'-М * ■ • 
г" ' . ||,|, '.4,1!' <|ЛГМ. ,|| • ’ Г‘ . ||Д,֊>ЛЛ . Мг'А||.+

Ч-||.4Г,А„1<|-.ЦЛГ'А!|. <7)
» 44 •• »

что п означает Ф(2)£$. . ։ _ Л
Далее пусть число 6։е такое, что

| • ֊ . \ *1 - . 1
° "«Ч'гИЛг’Ло и 4- Зг։ - II ЛГ’Л0« « - . .: 4֊ПН • II А;-^՜ (Ь1

I. V
Покажем, что при иыполненин соотношения 

■՝■ 191

Ф является оператором сжатия.

I I?



Действительно. дли любых двух операторов Z։. Z. 5 имеем

II Ф(г,).-Ф«11! JM֊Mn|| • oz;-ziii 
Мг'л"-»11 - ц z; '-z;-1 ц ֊........ I Л֊мац • z; z֊i. (ioi

Дй.нч с помощью мзтема i змеем mi Hti Аумгш лег iU) ьроиерисгсг* c ipaBC.i- 
липасть следующих ncpaticiicin

11 Zj—Z;'|| = II Z/-Z, • Z.-bZ^.-ZJhlKZ, z։. - z, z . (Z, Zj||

< I Z։ II - Z, I ) Z, -Z..I ■ 2r At 'A„ . (|IZ, Z.l|). (II)

i || Z’/-1—Z"֊։ || •!(«-• Г Л-'?о | "— Z,֊Z . Z7-Z? =

Iiz;-Z;‘ 'Z5+Zr'Z5֊ Z? || = l|Z;՛-' ■ (Z, Z.) iz Z_. »zj-

•> II Z, IIя ' • II Z։-Zj|H-II Z?֊’-Z;-4|. I Z. :| n > ' 7, z, I 

Сопоставлял неравенства (10) и (11). получим 

||4>(Z1)-<b(ZJ|l^(2/’• !1 Л։-»Л0П-^Зг» - || 1,'Л^Г-- • ■

• II д-'.v ) ■ i| z, z,n=’ • II z, z, (1?)

■де x< i н силу неравенства (8).
Это значит, что при выполнении неравенства (9) Ф является

•ратором сжатии.
Положим min (^цЛ։»). Тогда вышеприделенные рассуждении

При
к следующему утверждению, 
наличии условия

(1.3)

1ператор <1> одновременно отображает замкнутый шар 5 в себя и 
1В.1ИСТСЯ оператором сжатия. Следовательно, в cij.ts класснч ского 
ipiiHunna сжатых отображении (։), оператор Ф имеет неподвижную 
очку Z— И, £5, которая одновременно является ре чением полипа 
шального операторного уравнения (II) и полому пучок допускает



/■('•) «*■ М'1) • (^“^1)1 (14)

где /. ։ (>) пучок порядка п—I. I
Таким образом вышесформулированная теорема при И = | дока

зана. /
I’. представлении (14) пучок /,(/.) имеет вил

/.,(>■) 1'' >7'1 1 -Ля_,ч
е । /-и

• • • г ' 4՜ • (15)

где »
Й; = .4?+.4֊Д,тг. Г, + • • • + Л„ • У^

/=о. 1, • • •. «-։, (16)

В частности, 

Йл_,-Д„=/; /?։=Д.+ Д, • Г,-}֊ • • • +ЛП Г/Ч

Для дальнейшего разложения пучка £(/■), нужно на коэффнценты 
Л; (у =0. 1.2. • - ,«) налагать такие условия, при которых поли
номиальный пучок £.,(/.) (порядка л—1) оказался бы в рамках при
менения вышедоказанной теоремы при 4=1,

Пусть некоторое число, удовлетворяющее неравенству

II ЛГЧ<Л+Г’ • II Лг'АЛЧ... +«—։.|Иг'^1’-։ ■ "7|
Покажем, что если оператор Д3 имеет ограниченный обратный 

и пополняется условие

гпах ЦД^’Д .||<о.։, 
з<у<л|| ||

то оператор В1 также имеет ограниченный обратный В~х^ R.
В самом деле, оператор /?, можно представить в виде

Я, = Д. - (/ + Л-7’ЛаГ, - • - |֊Лг 'ДнГ։"-2)=Лг • (/֊О։), (18)
где

О1 = - Л; «Л։ Г։ - - - - -Л2֊։ДЯ - Х1ЯЧ (191

Но и силу условия У}£ $( || Г։ 1: «£г • || Я! 'Д01| ) н неравенства (17) 

имеем:

II о, II .<л,- м, II • II Г, II + ... ч- II II • н Г, II ->< 

Мг'-М - • • • +/■«-’• II Л,-՛ Л, II ”-’><1. <201

Поэтому (։) оператор имеет ограниченный обратный, который 
имеет вид
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Д, 1 = (/-/;,)-■ ■ 4,֊'. (21)

Обозначим через '’й положительное число, су шест нова и ие кото- 
)ого гарантируется вы [недоказанной теоремой при & —1. согласно 
{оторой при Выполнении неравенства

шахЦв. 15.||<

существует оператор У..с, R такой, что пучок допускаег прел 
'ставленне
I /.,(>.) £։(/.) •()./—К,). (221

«где ) некоторый пучок порядка п — 2
Пусть некоторое число, удовлетворяющее неравенств)

Г<< II (/֊/А)-՛ II • (1 г "лг'ли И ֊ ■ • • • !Иг,ЛН"-3) (23)

Тогда при выполнении неравенства

тахЛ . / 4 Л
(24)

н меем

|| 51֊'5/|| = || (/-О,)֊1 • Л.г‘5/ = || (/-О,)֊’ • (<гЧ-м֊

+Д-'Л?+:Г1+... Л2|Л„Г։-1֊'-|)11^||(/֊Д1)-1 ( || Л;'.4^| 11֊

4-||Л7'Л/+а.|| -г- I ЛГ'Ло1" -г Мг'Лп |1 ■ И֊'֊'

Х||ЛГ'Л0 *֊/֊> )^՝м. (/-О,)֊‘ || -(14-г- ||ЛГ’Л0|| + ...-

И 4.1-У-1 . ! Д?։ло ••-/֊’)< 8И. (25)

где / = 2,..., п — 1.
I Положим С։=т1п ('՝2։. %3).
I Вышеприведенные рассуждения приводят к следующему утвер 
ждению. Если оператор Л։ имес т ограни 1енпый обратный и выпол
няется условие л

<ч.

то оператор
|н равенство

также имеет ограниченный обратный н имеет

шах 115,- ։5/||< <•.
-• / п-||1 II

(26)

место

(27)

а следовательно и представление (22)
■ Таким образом, вышесформулнрованная теорема доказана и ппп 
Л -2.
I Применение метода математической индукции и дословное повторе- 



и.к- вышеприведенных рассуждений завершает доказательство теоремы 
тля любого фиксированного значения к.

Следствие I. Из доказанной теоремы в частности следует, чти 
если коэффициенты пучка (I) имеют ограниченные обратные =
= 1.2............«-1, то дли любого числа г> I существуют такие £(
7-1,2............. /1—1, что при выполнении следующих соотношений

ша.м'Д, 'А; 
। /. / л1|

(I 1.2. ,и I ) (2Ю

полиномиальный пучок (I) допускает полное разложение на линейные 
множители

,(/.) = (/./-Г, )•(/./-Гв >)• • • (*/ 1.1-р/ Г,). (24)

не };( — 1........п) некоторы линейные ограниченные операторы из
пространства R.

замечание. I. Из Доказательства теоремы легко усмотреть, что 
>с.1п коэффициент пучка (I) Ло является вполне непрерывным опера 
юром, то оператор ) ,. фнг\ рпрук щнй в разложении

/.(,)=/чр) . (,/ (,/ )',). (30)

। г,.ке является вполне непрерывным.
Замечание 2. В отличие от оператора Г։. который всегда 

является корнем полиномиального опера юрного уравнения (11). опера 
юры )',(/ - 2...........£). вообще говоря, не являются решениями этого
'равнения.

а меч анис 3. Вышсдоказанная теорема в некотором смысл՝ 
и тлиется обобщением и усилением некоторых результатов из рабш 
р Приведенная памп методика позволяет < процессе доказатель 
ства теоремы одновременно получить оценки дли чисел в зависимо 
сгп от заданного числа г^>1. В частности при А = I имеем

1
2г||Д?'До!| 4-3r= ll'W.I’ ֊ nr'՛ " II Л֊'Д0||

(31)

Отсюда .тля квадратичных (//=2) пучков при г 2 получаем

I
I! Я, 'Л>1 '

132’

что совпадает с условием теоремы работы (*).
В заключение заметим, что в настоящей работе нами рассматрива 

егся так называемая формальная факторизация полиномиальных опс 
раторных пучков п что дальнейшее изучение спектральных свойств



операторов ........ в связи с вопросами многократной
полноты представляет несомненный интерес.
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