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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Р А. Багнян

Квазиполиномы типа Бернштейна —Хаусдорфа, ассоциированные 
с функциями типа Миттаг—Леффлера и о, р>— проблема моменто-։

(Представлено академиком АП Армянской ССР А\ М. Дмрбашяиои О,'VI 1975)

Целые функции типа Миттаг -Леффлера

(0<Р<+«». -ос<Р<т®с| (П

нашли уже важные применения во многих задачах анализа ('•’).
Настоящая заметка посвящена еще одному применению этих 

функций, а именно, построению ассоциированных с ними квазиполи
номов типа Бернштейна—Хаусдорфа, а также некоторым обобщениям 
проблемы моментов Ф. Хаусдорфа.

В статье (3) было доказано, что функция х, р) на полуоси 
|0, 4-ео) вполне монотонна для значении параметрон

— <р<-|-оо. При этом было установлено, что на всей плоско ~гн 
9

5 = о + И справедливо интегральное представление

^(5. |‘) =

ас

1с5'Фг։40</Л при
о
40

9

(2)

при Р=1, 1

где Фг,ч(5) целая функция порядка —— и типа о=(1—р-‘)р ? > об- 
? — 1

ладающая свойствами

ф,.„(/)>о. / е Iо, +<»), Фга(/) ( цо, -*-оо )

(3)
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' • • > . » • Г . ц .
Г. Для любого зе) и ?(0<?<я) обозначим через р«, ?)

бесконечный контур в плоскости пробегаемый в направленки не
убывания аге', И СОСТОЯЩИЙ ИЗ лучей 0Г|?; 3 н дуги
/(£. т| ։ р^пгк'. ?) окружности >| 1. соединяющей концы
*ехр| -<3| этих лучей.

Пусть ?7’,։: произвольная, не у бы ин ютам последовательность 
положительных чисел. Для любого лт»П ц ц обозначим че
рез 5։ 1 кратность появлении числа /. на отрезке р* ...........за
метив при этом, что *.,<։.  л и приняв $0—1. Обозначим далее 
через />> («) кратность иоииленич /. нн отрезке »/,... , и поло
жив /мI.

Да । любого //(О п ои)'пнсим в р 1Ссмотрйнне систему функ
ций

<ы
Г(5‘* Н >, 

/-♦+«
д!|1 !<»

Г(;»1 П /.• V г?‘(— > ,х. ь)А > 1 (О А* и. л =0. I. 2....1 
,-*+г  Г7 ' ?

тле 
Я ।

7-7 .Г(^-)Г(лм(л)-5м+1) 
• 1. % •
•гН'ги’; ‘ ' «л

^2X1.-1п )-՛
‘ «

Заметим, что в случае возрастающей последовательности 
5>^ = р1д(л) •= ^ ՛ /-^п} и из (5) будем иметь

(5)

1^֊!Г

Важнейшие сиоЛствя систем и функций (4) содержатся в еле-
вющнх леммах. *

1сммз 1. а) Пусть и —оо, тогоа Функ-
՛>

ции непрерывны и нсотрицате ^ьны на замкнутой полуоси
|0. 4-оо|. При >о = О

= 0<дя5+ас. (6)
о 

причем : .1
, (6)

б) Система функций (4) связана с системой {и>„.»(х)в« 
следующими равенствами
1зо « _- ~ "УЯ



= ДПЛ. п-0. I. 2... (7)

Лемма 2. Для любого п (1^«<-гос) и /£(0, 4-ас)
л । 1 и у / \ I

-лл,М= V П ( |-------\ +/?<*> ’(*. 1«)
> j I I (н) / ’-м ՝ f j f I 

где

>)-=x"i »i fl (>./—«)).£֊ |‘------ • •"' '--------- ,/;. (У)
IW (. , ЧПС. + «,1 

J /-V
1U.JI

Устанавливается, чти
г,։(х. И Л-_ z) = рпб ) • Q„(x, /),

При этом справедлива
• I е м м а 3. При любых 0 <г < R < + <х> и $>1) имеют место 

юценки
тах\Р^0}\<Ср(г. /?)ехр [ - V — I (/>-0,1.2....) (10)

I 4 “ /у | 
и « >1

max |Q՝*>( х. /.)| С’« г. /?)ехр ‘ « v — j + —. r<U R, < 11)
L o<t<+. I л։
где Cp(r, R) uC*(i,  r, R} —постоянные, не зависящие от п.

2 . Повсюду в дальнейшем предполагается, что неубывающая 
• последовательность pyi*  удовлетворяет условиям
^о՜—0, Ип։ Ад — 4 ®с,

"•в 
й I V—= тос. (12)

I ~ >п
Далее, для любой функции /(х) £ C|U,-:-во|, т. е. непрерывной на 
полуоси [0, 4֊оо| под ее нормой || /|| , будем понимать число 
ll/ ll « = sup |/(х)|.

.։е|0.+ >1
На основании (8) н (9) при ? —iv— I и свойств (10), (II) леммы 2 
устанавливается следующая !

Теорема 1. Пусть последовательность |ХЯ|*  удовлетворяет 
условиям (12). Тогда для всех >(0<'<-гео), притом равномерно в 
любом промежутке г > < R (0<г</?<-4 ^©) будем иметь

111



л
Hm || е-ЧсР-Ё а/я*РФ%»(х)  || я=0.

•) Значительно позже, п 1949 году, результат Ф. Хаусдорфа был повторен Хнр- 
шчаном и Уиллером (см. (•)* а также (’)).

t-0
(Д = 0. 1.2, . . .) (13)

где 
rfp I * / / \

«’/'(>֊) — (—1 }р — п I------- )

Следствие. При р П и ' £ |0, + -<) вниоу (6) 

(1.3')

1։пл||е ' V | П ('1 - — )|ш«.*(х ) || х = (I, х£ |0. }-еи|.
Г,п|/ *՝ ’\ '7/1

Далее доказывается
Теорема 2. Если последовательно։ ть к֊; |и удовлетворяет ус

ловиям (12), >по д!я произвольной непрерывной на [0, х՝| функции 
((х)

»1
11m || /(х)- V /(зя»
л ►«, t— 9

гое

Из теоремы 2 
0<՛ <^оо

в качестве простого следствия вытекают как при

п
11m || е֊^-У е-х’«.»а^‘о«л (х) || * =0. х£|0. Ч֊оо|я-« f-o

(14)

так и с помощью теоремы 1

= О I15)
для любого р = 0, 1, 2........

По поводу теоремы 2 отметим, что в случае возрастающей пос
ледовательности |/֊я|“ метолом, отличным от приведенного здесь, она 
впервые была установлена Хаусдорфом (см. (*),  стр. 288—291)*).
Из теоремы 2 и леммы 1 следует

Теорема 3. Пусть выполнены ус /овин теоремы 1. Тогда 
при Н |0, -(-ос)

1 л
Нт || Et (—IX. р)----------v «>я.»(х) || . = 0

I (р) ?-о

Обозначим через Ff>, |/| множество функций F(x). представимых 
в виде
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Г(х) = Г(р)|7(х/) (!<?< +
О

•><4*  -I.

гле /(х)£С|0, 4֊от).
Для данной функции Л’(л)^рм |/| под квазиполиномом типа 

Бернштейна —Хаусдорфа будем понимать выражение

Я‘м‘>|/Чл))_< /(вяЛ)ш<Л‘(л). (л=0. 1. 2....) 
* о

(16)

Используй теорему 2 и лемму 1, устанавливается, наконец, следую
щая более общая

Теорема 4. Если функция А(х)(Т ,4/). то последователь
ность квазипо шномов \Е(х)\ равномерно сходится к Г(х) на 
|0, 4 <х>].

3е. Приступим теперь к обобщениям проблемы моментов Хаус
дорфа. Последовательность чисел (рл|п будем называть моментной. 
если существует функция я(х) ограниченной вариации на |0, -г°°| 
такая, что

| е~ пл х՝п 1 = и„. п — о, 1.2,
о

(17)

В случае, когда последовательность )/.л| возрастающая, т. е.
(п) = 1, заменой переменного интегрирования е~х — ։, положив 

— а( —1п/) = £(/). мы приходим к проблеме моментов Хаусдорфа

)/'<’ дц(1) =и„. и =■(}. I. 2. 
п

впервые поставленной и решеннон в его работе, как в случае 
/.П = п (л>0) (см. («), стр. 74—109 и (‘), стр. 439—443), так и в слу
чае произвольной последовательности |>֊л| (см (*),  стр 280 — 299 и 
(’), стр. 104—105).

Введем в рассмотрение величины

А П

} »+> /-»
(18)

гле определяются из формул (5), заметив при этом, что в слу
чае возрастающей последовательности |>л|и в силу (5') они совпа
дают с величинами

(18'1 

133



введенными Хаусдорфом (см. (4), стр. 280—281 и (3), стр. 104).
Существенно опираясь на теорему 1, а также на соотношения 

(14) н (15) для р = хп— 1 (л=0, 1, 2, ... ) доказывается
Теорема 5. Цля существования решения проблемы мочен 

шов (17) необходимо и достаточно выполнение условия
Л
£Ы<С, п=0, I. 2. . . . 
։-о

(19)

где С —независящая от п постоянная.
Следующее определен!е является обобщенном известного опре

деления Хаусдорфа (см. (’), стр. 282- 283 и (5), стр. 104) на случай 
неубывающей последовательности рп]о.

Определение 1. Последовательность |<»л|о называется вполне 
монотонной относительно ря|* , если

ilct я л
/>0, 0^Л<л. п = 0,1,2,... (20)

♦- 1
где 

=_ 1_____________М |
*+/ Г(л* +/)Г(р* +Дл)—>Sk+/4-l)<f>*+7<" )“'*+>L-.o  ’ I

Справедлива также следующая
Теорема 6. Для того, чтобы последовательность |у* |о была 

моментной относительно неубывающей и ограниченной на |0. - |
функции, необходимо и достаточно выполнение (20)

Отметим, что теоремы 5 и 6 в случае возрастающей последо
вательности р֊„}о были установлены Хаусдорфом (см. (4), стр. 
287—297), им же впервые было отмечено (см. (4), стр. 297) на воз
можность перенесения его результатов на случай произвольной не
убывающей последовательности |ie|J.

4°. Проблема моментов (17) допускает дальнейшее обобщение. 
Пусть {|* л(О|о£С|О, -|-оо], причем ц0(0 =р0 = const. Для данных

Р>1 и pSs — введем в рассмотрение последовательность чисел 
Р

Рл(р» н)= ||‘л(Офг >(0^. « = 0. 1. 2. . . 
•" о

(22)

Последовательность 1(‘п (р, р)|? будем называть <р, — моментной,
если существует функция Р(х) ограниченной вариации на (0, -|-ес| 
такая, что

!‘л(р. 1‘)= |,£?п֊Ч(_>.ях,|1)л-«֊1 (К(х), я = 0, I. 2, (23)

о
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Введем в рассмотрение моментный оператор М:

.М|е-1ж*Чх/)'т֊Ч  = ։дл(О. /п = 0. ]. 2...Т ,

I 15

I 
иясистемы функций

ИИ л п
•-,л.й(/) = Г1 >/ V еНр/СО п~0, 1,2. (241

7-4+1 “е

О II р с д е л с н и е 2. Функциональная последовательность 
|Рл(0|о называется вполне монотонной, если

Мл л у |. • » Г '» •
, П *»+-^  т^р* +/(/)....(), о - Я=Д'1. 2,

/-0
Г •»
где определяются из формул (21).

। Признаки </>, ц> ֊ мом 11: пости содержатся в следующих твух 
:теоремах.

Теорема 7. Для разрешимости <?,}»՝> —проблемы иомен- 
тол (22)—(23) необхооимо и достаточно, чтобы

v |2„Л(Г)|< с, /1=0. 1. 2. ... 
»-о

где определяются из формул (24). о С — независящая от п 
постоянная.

Теорема 8. Для существования решения <?, р> — проблемы 
моментов в классе неубывающих и ограниченных на (0, -ос] функ
ций, необходимо и достаточно, чтобы

Л л
ДЛ|‘»(О=П o+.v

*• и
Հ'։յ4+/(0«^0. /1=0. 1.2.

Нетрудно видеть, что теоремы 7 и 8 в крайнем случае, когда 
о = |1=1 в силу (3) переходят соответственно в теоремы 5 и 6.

В заключении автор выражает искреннюю благодарность М. М.
Джрбашяну как за постановку задач, так н многократные обсуждения.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

И 1և РПДЬьНь

ll|iininuiq — ԼԼֆֆ(Լր|ւ ui|ni||i ֆունկցիաների հետ ասոցիացֆած ՕԼրն>սւԼ|ն- 
2աи։սi|՚ւրֆ|ւ սէիււ||ւ I ւ|ա<||ւս|ււլ|)(ււ)Ա(ւԼրբ և <Հք». մու11.ստհ1»ր|ւ iqrnp[Ldp

Ներկա հոդվածր նվիրված է Սիտտա^^Լեֆֆէերի տիպի է'. (?, ֆունկ. 
դիաների ևս if ի կիրսէոուքքյրսն: Այստեղ 10, «X | կիսաաւււսնրնի Համար 
կա ոու չքվում եՆ ս^քղ ֆունկցիաների հետ ասոցիացվս/ծ (' երե չտ և յն - Հա ուսղոր- 
ֆի տիպի րվազիպոքինոմն երր և ցույց Լ տրվում նրանց Հ ավ աս արաչսքի ղու - 
ղամ իտուք) յունն անրն ղհ ատ ֆունկցիաների որս յակի ենթադասերում



Ընդհանրացվում եննաձ Ֆ. Հաուսդորֆի հայտնի թեորեմները մոմենտ
ների սյրորլեմի վերարերյայ չնվազող հւպորդականութ յան ղեսյրոլմ և 
դիտարկվում ( նոր ^0, U մոմենտների սյրոր(եմրւ
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