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О некоторых особенностях задач магнито-упругости 
токонесущих пластин

111|>< .ъ тая.и’ии академиком АН Армянской ССР С. А Амбарцумяном 12/У 1975)

Взаимодействие поля упругих перемещений и электромагнитного 
поля приводит к появлению новых членов в уравнении движения плас
тинки. Некоторые нз них не имеют механических аналогий.

В настоящей работе, на примере одной задачи магнитоупругости, 
выясняется характер изменения задачи с появлением указанных новых 
членов. “ - ■** "1*։ "®

I Рассматривается упругая пластинка —полоса шириной / и 
постоянной толщиной 2Л. Упругие и электромагнитные свойства мате
риала пластинки характеризуются жесткостью I), плотностью р, элек 
тропроводностью з. Магнитная и диэлектрическая проницаемости ма
териала пластинки принимаются равными единице.

В прямоугольной декартовой системе координат пластинка за 
ннмает область (0 х I, —оо<3'<Ъо. —и служит провод
ником электрического тока постоянной плотности /0 по направлению

- л I
Магнитное поле в пластинке, создаваемое электрическим током 

принимается в виде

-------7о-՛ ^ох ~ (1.1) 
С

чг<> с 1>1 га к ц։\е । решению соответствующей задачи магнитостатики в 
случае бесконечной пластинки.

Колебания такой пластинки приводят к изменению электромагнит 
него поля. При этом возникают силы электромагнитного происхожде
ния, действующие на пластинку. Задача определения поля упругих 
перемещений и возбужденного электромагнитного поля оказывается 
нзапм< «связной.

Для исследования указанной задачи, наряду с гипотезами Кирх 
гофа принимаются гипотезы магннтоупругостн, которые предполагают,
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что нормальная компонента возбужденного магнитного поля и гангсп 
цпальпые компоненты возбужденного электрического поля нс измени 

по ген но толщине пластинки (’•').
I Па основе гипотез магнитоупругостн в работе (*) были получены 

общие уравнении магнитоупругостн токонесущих пластин.
■ Согласно (։), уравнение движения пластинки для рассматриваемой 

задачи при предположении, что колебания зависят только от координат 
л՜, приводится к виду.

аР и< А4։И» Л . д .
— Л> —( е - +ет ) 

дх

2Л։з /4՜ \։ 4'к՛
(4֊аЛ)а 4л» !5г> с>1

■ Здесь те» прогиб пластинки, с скорость света в вакууме, А 
Л, • е1՜՝ значения компонент возбужденного магнитного поля Лу 
н возбужденного электрического поля ег на соответствующих по
верхностях пластинки г—А и г = —/1.
I Уравнение (1.2) содержит, кроме функции к՛, неизвестные вели

чины Л +, Лу, е+, ет.
В общем случае зависимость уравнения, определяющего прогибы 

пластинки, от компонент возбужденного электромагнитного поля боле 
сложная и поэтому необходимо рассмотрение уравнений, определяю
щих компоненты электромагнитного поля (3).

В рассматриваемом случае для замыкания уравнения (12) доста
точно использование симметричности возбужденного магнитного поля 
и условия равенства нулю нормальной к поверхности пластинки состаз- 

(ляющей плотности электрического тока
Из условий задачи следует, что Лг = 0, ек. = 0. Так как гипоте

зы магнитоупругостн предполагают неизменность компоненты ех 
электрического поля по толщине пластинки, то для компонент 
магнитного поля, обусловленного током проводимости з<’,. выпол
няется условие симметрии Лу(Л)= Лу(—Л), т. е. Л+ А 0. Этот 
результат получается также из приближенных соотношений |ля оп
ределения величин Л+ и А՜, предложенных в работе (♦)

Из условия равенства нулю нормальной к деформированной по
верхности пластинки составляющей плотности электрического тока (*), 
с учетом (1.1), получается

| . дю 4«Л* . (Аи>
е+ + ег= —--------------- /0-------- .

I з дх с* дхд1
С учетом вышесказанного уравнение (1.2) приводится к следую

щему виду, нс содержащему других неизвестных величин, кроме функ
ции прогиба «'(х, /),



д* ы .. (Йш х д* к» , (Рюа--------о1-----------о.--------- 1-------
дх* дх2 дх։д( дР (1.3)

где

О =0|
15с2 

(4֊а//)2

Для реальных хорошо проводящих пластин, толщина которых 
больше межмолекулярных расстояний,

V15 с/(4каЛ) <£1 и 3։^8>0.

2. Таким образом, задача колебаний токонесущей пластинки при
водится к решению уравнения (1.3) с однородными граничными усло
виями на краях пластинки (х = 0, х=1) и с произвольными начальными 
условиями

0)=?(х), ди՝(х, 0)/д1='\>(х). (2.1)

Применяя преобразование Лапласа к уравнению (1.3) и к однород
ным граничным условиям, получим следующее уравнение относительно 
изображений по Лапласу

* * *
_ £2^1 4- 4՜ ■<?? — й<р։| (2.2)

с однородными граничными условиями относительно функции ад(х,$).
Рассматривая однородное уравнение, соответствующее уравнению 

(2.2), получим задачу на определение собственных значений и соб
ственных функций. Очевидно, что указанная задача нс всегда будет 
самосопряженной. В частности, легко показывается, что при одном за
деланном н другом свободном краях задача несамосопряженна, в то 
время как для пластин, края которых либо шарнирно-опертые, либо 
заделанные,—задача са.мосопряженна.

Для указанных самосопряженных краевых задач получается ус
ловие

(2.3)

где х2 различные собственные значения, К’2—соответствую
щие им собственные функции.

Условие (2.3) показывает, что в общем случае система собственных 
функций самосопряженной краевой задачи не является ортогональным 
вследствие наличия в уравнении (1.3) члена со смешанной производной.

В частном случае, когда края пластинки шарнирно-опертые 

МО, /) = МЛ Г) = 0, ™"(0, /) = да"(/, /)=0 (2.4)
собственные значения и собственные функции находятся в виде 
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/пг.\2 о -1 / и* „ /Ы \։ ~ п-х
<„ \~) ~2±Г1—" (й7/ ' “'"<л’) = м" ~ (" = |֊-)

(2.5)
Легко показать, что собственные функции ортогональны, а также удов
летворяют условию (1.6).

В случае, когда о<2а, общее решение уравнения (1.3), удовлетво
ряющее граничным условиям (2.4), имеет вид

Решение (2.6) показывает, что пластинка совершает периодиче
ские колебания с затуханием. Минимальная частота колебаний полу
чается при п = \. В зависимости от величин Ьг и о частота колебаний 
«-ой гармоники может быть как меньше, так и больше частоты ко
лебаний л-ой гармоники собственных колебаний (/о = О).

Решение задачи, получаемое в случае а2 + (д//-)2<(б/2)2, дает 
чисто затухающий процесс без периодических колебаний (апериоди
ческие колебания).

В промежуточном случае

часть воли (я=1, 2, . . . т) совершает периодические колебания, 
другая часть (п—т. ։ 1, л/-|֊2. . . .)—апериодические колебания.

Таким образом, частота колебании существенно зависит как от 
величины д2, так и от о.

3. Решение задачи в случае шарнирно-опертой пластинки указыва
ет возможные пути упрощений для задач с другими условиями закреп
ления. Так при условии 2о > Ъ можно, не рассматривая характера 
затухания колебаний, исключить из уравнения (1.3) член с коэффи
циентом В случае задача сведется к исследованию урав
нения (1.3) без члена с коэффициентом Ь~.

Решение уравнения

при граничных условиях (один край шарнирно-опертыи, другой за 
крепленный)

•к»(0, /) = «/(/, /) = (), И'"(0, 0 = 0, «•'(/. 0=0

имеет вид
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' -= 1 (Л„с։жа»,։/ -I fl,։sin а>л/) (sh^„A- sh /?„/ sin HfI.v bin p(l/) /»- I

Здесь приняты следующие обозначения:

|(&‘ 4֊4).’a*)։'J+ Л*I1* ((d։4-4X’a«)։'8-d’|^
*»։=---------- —7т---------------- ’ "" =-------------у----------------- •

У 2 а У 2а

где собственные значения ՛п являются корнями трансцендентного 
уравнения

j»„th Л,։/ = Л„1«рл/.

Рассмотрим 1ада чу колебаний бесконечной токонесущей плас
тинки при условии малости Ь2

, d*w , d’u» , (Pw Л a*— -Z —-------=0,
дх* ds&dt dt2

гг(х, 0) = »(x), d®(.c. 0)Л=ф(л) (—oo<x<oo). (3.1)

Необходимо различать три случая: 1) 6<2а, 2) о=2а. 3) *>2«.
Решение задачи (3.1) в первом случае имеет вид:

... = 1 .• I ?(П
2/2a-')I VTt ехр

Sa2/
cos----------

Sa2/а

а
sin ——'■ 

Sa»/

f
C 1 
,17Гехр

о

՝\՛- л)» 
8a»x

» 2а 3cos
Sa2:

4- /2a-Hsin
8a»:

=/4a*

Во втором случае.

- Ж

В третьем случае:

?(?) />(:) ехр d\.

Л^-ехр/ 1=2^1)
2('Ж.)</ ГСи. ՝ ■֊’<«+!,)'/

?(?) i

(Г аР \
2(* ъ)Г/

(- АТ) \
2(4 7../)/

7։ = /<« 4а».
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ж Из приведенных решений видно, что в первом случае 2а >6 на
чальные возмущения пластинки затухают со временем, колеблясь около 
положения равновесия, а во втором и третьем случаях (2а о) на
чальные возмущения затухают, не проходя через положение равно
весия.
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И Վ. ՐեԱււփտւՈԱՆ
ճււսան ГШШШГ иш|1г|) մա<|ն|ւսսւաուսձ<|սւկանու рյան խնպի նԼրփ 

առանձնանա ւոկւոթյուննԼ ր*ի 4 ասին

էլեկտրա մագնիսական և առաձգական տեղափոխումների դաշտերի փո֊ 
խագգեցությունր, սալի շարժման հավասարումներում, առաջացնում է նոր 
անգամներ։ Աքդ ան գամներից մի րանիսր չունեն մեխանիկական Համ անմա» 
նա/] յան։

Ներկա աշխ ատանրոէմ , մ ա գն ի ս ա ա ոաձգա կան ու[! յան որոշակի խնգրի 
սրինտ կի հիման վրա, ռւսումնասիրվու մ է նշված անգամներով սլա յմ անա - 
վորված աոանձնահատկոէքՀ յոէններր։ Մասնավորապես դիտարկվում է խնգրի 
ին րնահ ամ ւսլոէ ծ լինելու և համապատասխան սե փ ական ֆուն կցիաների օրք1ո~ 
գոնալոէքք յան պայմաններր։
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