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■ Представлено академиком АН Армянской ССР С. II. Мергеляном 2/VI 19751

В статье рассматриваются две взаимосвязанные задачи а) о слож­
ности частотных (или приближенных) вычислений булевых функций, 
и б) о сложности их доопределеннА.

I Всюдх далее орф есть сокращение для выражения «общерекур 
лшиая функция», чрф—«частично рекурсивная функция», б.ф.—«буле­
ва функция», р ч —«рациональное число», и ч.—«натуральное число» 
Определим и. ч. как слова в алфавите |0. 1|. так же, как в (’). Бу­
левы функции и связанные с ними понятия, здесь не определяемые, 
будем понимать как в (։). Длину и. ч. х будем обозначать через 
/(.с). Размерность б. ф. будем указывать верхним индексом: так ес ш 
F есть б. ф. размерности п, то будем писать F'* наряду с F. Если .1 
-егь конечное множество и. ч_, то через </(Д) будем обозначать 
мощность этого множества. Конструктивную последовательность р. ч 
(ПРЧ) (и) будем называть правильной если Ц/г)->0 и |2Я • Цн)| есть 
монотонная неограниченная последовательность н. ч. (правильной 
ПРЧ является, например, последовательность 2*֊ • *1 /2п где » — р. ч. 
меньше единицы). Буквы Г. t. /. g. з (возможно с индексами) бу­
дем использовать ия обозначения одноместных орф, Л, w для дву­
местных орф. а — для правильной ПРЧ, г. —для НРЧ такой, что 
-(//)—о. ։—для ПРЧ. «для р. ч. меньшего единицы. С и р —для 
и. ч., наконец F. Р. Q—для обозначения б. ф. Буквами г и р будем 
обозначать конструктивные функции такие, что

\'n\Fn\ Pn(r(Fn. Pn)=d\x\(l(x)=a)& (Г«(л)=Р''(х))|,

Будем говорить, что Рп и Рп ч —равны (и писать Рп = Рп) если 

!>(/՜' . Р1)^ ՛. Зафиксируем некоторую допустимую в смысле (*) ну­
мерацию г (иногда будем предполагать, что ? —аддитивно оптималь­
ная нумерация (4- ՛). Для нумерации ? зафиксируем конструктив­
ную последовательность ՛։՛ сигнализирующих (•). С последователь- 

I а I 
ностью сигнализирующих ассоциируем последовательность чрф 'I' та- 

кую; что («)втяхФ/ (•<)). Говорим, что чрф * — вычисли-
։(ж>- п 
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ет /• (будси писать если | вычисляет Р такую, что Р = Р. 

Через К будем обозначать двухместную чрф. удовлетворяющую 

"условию уСуР" (Л*(С. Р* )—!•/>(& %(л)<С| ). (Легко вн- 
■еть, что условие чр=>Р алгорифм и чески не проверяемо, однако 

конъюнкции -Лр->Р & Фр(н)<Х ал горнфмн чески проверяема). Вместо 
А'(С. /-՝) будем в дальнейшем писать К' (Р). Пусть далее К, -чрф. 
удовлетворнющзя условию уС\Рп (К[(РЯ ) — т!п А'' (Р")) (где А' (Р)

■ Р-Н")Г
Обозначает К, (С, Г)). Будем говорить, чти Р (р.С) вычислима (՛) (со­
ответственно (/7, С) ։ -вычислима), если К'(Р)^р (если КЦР) р)

И Конструктивную последовательность б. ф. называем правильной 
по Маркову (*), если при любом п л-я б. ф ЭТОЙ последовательности 
К-местна. Записи у Г* и дГ" будем использовать как сокращение 
для высказываний „для любой конструктивной правильной последо­
вательности б. ф., .существует конструктивная правильная последо­
вательность б. ф.’.
I Запись а(п) = Ь(п). где а и Ь некоторые чрф, будет означать, 
что левая и правая части равенства определены и равны. Аналогично 
будут пониматься записи а(п) Ь(п) и а(п) Ь(п). • •
I Мы будем употреблять обозначения вида \'Л т. дА>т. у7^>Г. 
д/ I н т. д. (где 7՝ и / —переменные для орф) Тякне обозначения 
понимаются обычным образом, например, у£>лт Р(Аг). дЛ>/л Р(4), 
у7\>(/?(7՜). дГ>/Р(Г) понимаются как \-Л(А> лоА*(Л|). 
:|А(А>т А /?(А)). у 7’(ул(у7'(//)>/(я))эР( 7‘)). дГ(ул( Г(л)>Нл)(& А( Л). 
В дальнейшем рассматривая поведение произвольной сигнализирующей, 
мы будем иногда для краткости называть ее «время вычислений» или 
Просто «время»; под «объемом программы р» будем понимать индекс 
р нумерации
| 2. Утверждения этого пункта относятся к индивидуально рассмат
рнваемым б ф. они показывают, что с одной стороны переход к при 
ближенным вычислениям б ф может существенно уменьшать как 
«объем», так и «время вычисления» б. ф по сравнению с точными вы 
числениями (теорема 2.1). с другой стороны, (теорема 2.2). существуют 
сколь угодно сложные б ф , сложностпые характеристики которых не 
улучшаются при переходе от точных вычислений к приближенным 
Г 2. 1 д/у/уГдот ул>/и д^дР'(г(/7* . Рп\ = I &К,[*'(Р')
I :/(А’,(я,(Р"))).
I Говорим, что Р является (р. С. •) инициальной, если выпол­
нены условия: а) Р (р. С) вычислим։։, б) если Р(р. С։) » вычисли­
ма, то С, ■ С. в) если Р (р1, С) »—вычислима. то р։ р Таким об­
разом. б. ф. является (р, С «) инициальной, если переход к при­
ближенным вычислениям с допустимой частотой ошибок не больше * 
Це позволяет уменьшить ни времени, ни объема вычислений.
Г 2. 2 у։ \р у7՝дЛ՝\|/>|>/>дС2>7՝(и) |Р(А- С, ։(л)) —инициаль­

ная |.
| 3. Нетрудно Убедиться, что проблема поиска’ ։ минимальных
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программ* для <>. ф. (т. с. программ наименьшего объема ь-нычис 
ляющих донные 6. ф) неразрешима (ср. Вместе с тем разре­
шима проблема поиска ^-минимальных программ вычисляющих б. ф. 
время ограниченное некоторой орф t от размерности б. ф. (при дос­
таточно больших /). В последнем случае мы имеем гело с разрешением 
iHM iopou ограниченной массовой проблемы, связанной с выявленном 
нетривиальных функциональных свойств алгорифмов. Естествен։։!՛ 
ожидать. что (ср. (10)1 время работы алгорифмов, ее разрешающих 
велик։՛. Это предположение подтверждает утверждение 3. I.

Нетрудно убедиться, что можно указать орф 7, для которой вы­
полнено \ п \ F" В определении (г, 7՜) мипимизирх юще։՛
орф ниже предполагаем, что 7>/. Орф g будем называть (г. 7՜) 
минимизирующей. если ул \?F" (g(Fn ) = )).

Символом Л\1п (£•. ", Г) будем обозначать высказывание: орф.;
является (", Г) —минимизирующей, I

з.1 \-ул \’7՝\т(М1п(;., -. /)эу;(Л«) Л(«. ‘М2Н ))))■
Таким образом время Г рекурсивно ограничено временем рабо­

ты (г. Г) —минимизирующих алгорифмов, иначе говоря невозможнг
7) минимизировать со скоростью, существенно меньшей чем Т 
С другой стороны, нетрудно убедиться, что если рассматривал 

честные (։։) орф Т. то можно строить (а Г) —минимизирующие ал 
горнфмы, время работы которых не существенно превосходит Т.

Замечай и< Теорема 3.1 справедлива для произвольной ИРЧ 
- такой, чго "(л)֊+0. При я(л)<2 л значениями всякой (". 7') 

• минимизирующей орф являются программы точно вычисляющие 
6. ф.

3.2 У'\7¥7нГ>/(М|п(^։. -• П& М1п(^, ֊, /(Г))э 
э \ч; \ (г։ (/•*" )= уа(гп)».

Утверждение 3.2 является некоторым аналогом теоремы о пробела՝ 
։1г). (”)• Как следует из 3.1. время вычисления орф ,ц2 из утверж­
дения 3.2 должно быть больше времени вычисления орф но 
минимизирует не лучше, чем (см. ниже).

Говорим, что ։г. /,) минимизирующая орф £։ улучшает (к,/։) 
минимизирующую орф £։, если :1,; )<У ^(Р')). где А/"

Г՝1’п£Мп '
класс всех 6. ф. иг н аргументов. Ясно, что это возможно лннн 
при условии. что Э’(7։(л)>//«)). Из 3.2 легко следует

5.3 \- , у/\7( Ми|(дг։. г, 7) & М1п(£։. ", .7(7))^ (#2 улучшает к,1
I. Говорим, что 7 есть нижняя опенка (верхняя оценка) вычис-

Ленин Последовательное։ И ՛՛. ф. Л;;, с՛ ш \ /( \ ,։( Г) -*֊ А, \ п (‘l‘y(//1 2

>/(//)) (соответственно jy(\’«(г/=^'Ц) & V"('։’/('։) < 7("))
Будем говорить, чго 7 есть нижняя опенка а-пычисленипя 7

если \ /(\^//| г,-=>, <Ч’/(//»>/(/т))). Символами iz(7, / v՜. (г >
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и Lf(t, /■;;) будем обозначать Соответственно высказывания: / есть ниж* 
няя оценка вычисления /՛", / есть нижняя опенка ^-вычисления /-’ и / 
есть верхняя оценка вычисления Л;;.

4.1. У Р") 1)& И( /, FJJ).
Факт близкий к 4.1 сформулирован в (•«). Из I I следует, что малые 
жертвы в точности вычислений последовательностей б. ф. могут криво 
лить к сколь угодно большим выигрышам во времени гычислснин Сле­
дующее предложение утверждает, что существуют последовап лын си» 
б. ф , составленные из индивидуально простых б ф.. ио вместе с тем 
время их вычисления (даже приближенное) достаточно велико 
1.2. Существуют орф t и н. ч. С такие, чти для .побои ПРЧ t 

такой, что для всех и а(л) — выполнено: \'/ ֊|Р^\՜, <С

1<С& 14(7’, FJ)).
Орф / будем называть w -честной |11|, если существует н. ч 

г такое, что ■?2 = / и \ *(‘։’г(«) К'(л, /(«))).

֊1.3 a 7g С Vu'rlwiу(&*честной I) з/*'л у. (д(л) ՝ И ^)4

Г;(»։(//, /(«)). V/z(A'r|nJ(F՞) < С)).
5. В этом пункте мы будем интересоваться вопросами доопределе­

ний частично заданных б.ф. (ч.б.ф ) Вопросы доопределений ч б.ф 
связаны с вопросами приближенных вычислений б.ф. Пусть Л - конеч 
ное множество пар |- х/. у,->!. Через L(A) и R(A) будем обозна­
чать соответственно множество левых и правых элементов пар из Л. 
Через Nn будем обозначать множество н. ч. длины п.

Конечное множество пар «д/. у/>| будем называть таблицей (*) 
если выполнено X/ X/՝_A=j. Под ч. б. ф. С" будем понимать таб­
лицу такую, что /. (А’л ) оV„ и P(F")CJO, 1 Будем говорить, что 
таблица А есть G доопределение ч. б. ф. А" (где <i — конечное мно­
жество и. ч.) если А^/՜՜'՛ и Z.(,-1) = .V„ и R(A) ^.(И ՛<՝. Г. Говорим, 

..что таблица А |<х/. у£>1 есть стандартное |£|— loonpcделение 
ч. б. ф. Fn (будем записывать (/՛") ' , если выполнено: д( £ V/։ Д(/-'՛)— 

■—। у, — к. Под булевским доопределением ч б. ф. F будем понимать 
рО, 1| доопределение /'. Говорим, что ч р. ф '■> вычисляет ч. б. ф 
F", если \'Л'((х£'Ч։—! >(л|) & (лL(F" )—•<•«. ?(-»)> / ).

Таким образом, если •}/ вычисляет ч. б. ф. /-. то она вычисляет 
некоторое С доопределение / Простейшим способом доопределении 

pi. б. ф. является стандартное |А*]-доопределение՛, но сгандартно - ю- 
[рпределян при к 0,1 мы фактически выделяем область определенности 
(либо неопределенное in) ч. б. ф.. а следовательно увеличиваем инфор­
мативность и соответственно сложность доопределения. Поэтому более 
естественными представляются булевские 11андаргкые дооцре le.ieinni, 
г. е. к I, либо Л = (). Утверждения 5.1 5.5 служат аргументом и пользу 
сказанного В утверждениях 5.1 и 5.2 п\ мерацнч чрф ? предполап1гтс>| 
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аддитивно оптимальной, они относя гея к индивидуально рассматри­
ваемым ч. б. ф. Утверждения 5.3—5.5 относятся к последовательностям 
ч. б. ф.

5.1. 2С\’Г^,уп\Р"(К1^(Рп Р1) • С).
5.2. Существуют орф Г и константы С։, С8 и псевдопоследова- 

гельность ((5). (15)) ч. 6. ф. А՜; такие, что уп( %'<"՛( / С։&

& (А'(^)։’1>2Л-Г‘).
5.3. Н<ч/\-'А"¥/|(¥я(?гк(/г«)Р1) Эуг/(?,(П->(А«1’!) &

& ¥;(^</>я<ЛФ,(я)))|.

Через Л(АЛ), где А՝л — последовательность ч. б. ф., будем обо­
значать множество определенности последовательности ч. б. ф., 
А՜’ Г Л(А") и через //. - характеристическую функцию множества I. 

«К՝’
5 4. ■г1ЛЧ’¥/г”У/(¥«(?/-Н^)։։1)э !?»(/> = /ла")

/>(")< А(«, Ф/(л))|).

5.5. з'уГз^С И г. иа. (^)(Ч)).
В дальнейшем под доопределением ч. б. ф. будем понимать бу­

левские доопределения, т. е. О полагается равным <0.11. Факты, 
сформулированные в пунктах 2—4 свидетельствуют о том, что выбор 
тех или иных булевских доопределений может существенно влиять 
на сложностные характеристики вычислений доопределений ч. б. ф. 
Чере< /.'(Ал) будем обозначать множество Л/„— £(Ал). Из 2.1 сле­
дует: |

5 6. З^Гу/уя,Уп>'«ЯГ"«/(/-,(Г'' ) = 1))зРпнР"
(Л” и ()л суть доопределения Г") &(КТ*"՝(РЯ) /(К,{я,(<]п )))■

3.7. а^уГз^(У«(г/(£'(Гр)< 1))эР"3<?:

\п(Р” и р” суть доопределения ИЛ Р՞) & (. ՝( I, Ал).

Говорим, что 6. ф. Р" есть наилучшее С доопределение ч. б. ф. Ря. 
если тля любого доопределения ч. б. ф. рл выполнено А' (А՝'1)^ 

А՜'(Ср) Геделев номер ч. б. ф. А՜ будем обозначать посредством

А. Множество геделевых номеров ч. б. ф. А' размерности п будем 

обозначать посредством Оеб(л). Пусть далее Ф, есть последователь­

ность чрф. удовлетворяющая условию у։¥л(Ф/(л) = гпах ’1>/(лг)).
.геОсщл)

Нетрудно убедиться, что для любой / (достаточно большой) 
существует орф р (се мы будем называть /-доопределяющей) такая, 
что для любого //, для любой ч. б. ф. Ал, б. ф.. вычисляемая чрф 
? - есть наилучшее /(м) доопределение А". Естественно ожидать, 

что время работы /-доопределяющих алгорифмов так же как и ми­
нимизирующих не будет существенно меньшим, чем /. Рекурсивность
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/)-минимизпрующих алгорифмов (при фиксированной в) относи- 
твльно /-доопределяющих позволяет легко из 3.1 получить
| 5.8. / —доопределяет ) э У7(?(л) < А(л. ФДа))*
Очевидно следующее утверждение
| 5.9. Если б. ф. Гп(р, С. —инициальна, то Е есть наилучшее
С доопределение для множества ч. б.ф, Рп таких, что с1(С(Рп ))< 
<|м • 2Л | и Еп есть доопределение Рп.
I Пользуюсь случаем выразить глубокую благодарность II. Д. За­
славскому, под руководством которого выполнена настоящая работа.

Вычислительный центр МАГ Армянском ССР

Հ. Հ. ՆԱԶԱՐՅԱՆ

PnqjiuG ֆուհկց|ւանԼր|ւ մոտսււ|որ հաշւ|մսւն և շարունակման բաՐք|ւււթյան 
մասին

Դիտարկվում 4 1*՝ուլյան ֆունկցիաների քբ, ֆ.) մոտակոր Հաշվման րար- 
ղոլթյունր։ Աույց Լ տրվում > որ ղոյություն ունեն ինչպես, այնպիսի բ. ֆ., 
որոնց մոտավոր >աշվումներր թույլ են տայիս ղղալիորեն պակասեցնել Հաշ­

վումների մաման ակր և ծավալր, այնպես էլ ցանկալի աստիճանի բարդ ր. ֆ , 
որոնց Կամար մոտավոր Կաշվումներին անցումր (թույլատրելի մոտավորու- 
P յան սւսա իևանով) շի պակասեցնում Հաշվումների ոչ մամանակր և ոչ էլ 
Ժ տ վալրլ Համանման փաստեր հաստատվում են ր. ֆ. շարունակման բարդու­
թյունների Համ ար ւ Տույց է տրվում նաև, որ նվաղ եղն ող և շարունակող ալղո- 
րիթ մն երի աշխատ ան րի մամանակր, որոնք կաոու ց ում են բավականին արաղ 
աշխատող մրաղրեր, Համեմատելի է ա)ք) ժրտղրերի աշխատանքի ժամանակի 
հ ե ա ւ
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