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В Задачи линейного размещении (нумерации) вершин графа с раз­
личными критериями исследованы по многих работах, например. (’ ՛) 
К Линейным размещением (размещением, нумерацией) л-нершпн- 
ног<» графа (7 = (Л'. 1У) назовем взаимно-однозначное соответствие 
»: А' -Л/=|1, 2. . . „ п]. Отображение <? сопоставляет вершинам гри­
фа целочисленные точки отрезка |1. л|, т. е. нумерует вершины 
■ Длиной размещения ? графа О назовем выражение

£(о. |<р(х)֊--(у)|.
(.г. ՛

■ Ребро (х, у)^и проходит пат вершиной : при размещении 
с<ли |?(^)<?(‘)<®(у)|\ |?(у) <?(«)<?( л)|.
■ Шириной размещения г графа (7 назовем II (?. О’) = таха». Ьг). 

*110 «’?(х)—число ребер, проходящих над вершиной д- при размеще­
нии ?.
В Ребра (а՜,. у։) и (д։. у5) назовем пересекающимися при размеще­
нии если каждое ребро проходит н точности над одной верши ной 
Ж'ГОГо.
■ Размещение ? назовем плоским, если при этом размещении нет 
пересекающихся ребер.
■ Размещение ? орграфа (/ допустимое, шли

М (л-. у)^С-?(л)>?(у).

Ж Множество всех размещении графа <} обозначим через Фг,, мно- 
кестио плоских размещений—Ф^, множество допустимых размещений 
аграфа О—Ф}.. Ф£. Ф^^СФо.

Сформулируем две задачи:
■ Найти размещение т։1 неориентированного ։ерева Г=(.¥, /'). 
/(/•) = /.(^01 Г)=т1п£(<?, Г) (го будет /.—оптимальным размещением)
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— Найти размещение ?0 неориентированного дерева 7'=(Л',/') 
U”(Т) = U'(<р0. Г) mln №(?. Г) (?0 будет УР-оптимальным размете- 

г£*Т 
пнем).

Хороших алгоритмов для решения этих задач еще не найдено. 
В (՛-) исследованы некоторые свойства оптимальных размещений. Для 
ориентированных деревьев найдены оптимальные допустимые разме­
щения (’-'’). В (,5) найдены оптимальные плоские размещения для 
неорпентированных деревьев.

Целью дайной работы является исследование некоторых свойсп 
/ -оптимальных размещении неориентированных деревьев и установ­
ление близости к /. или 1Г- оптимальным соответствующих опти­
мальных плоских размещений.

В (12) приведены следующие свойства /.-оптимальных размеще­
ний л-вершинного дерева Т.

Пусть ?—/.-оптимальное размещение. х=г ։(|) и у=? ։(л|- 
обязательно являются висячими вершинами в Т.

В /-оптимальном размещении вершины цепи [х, у’ размещаются 
(нумеруются) монотонно, вершины всех поддеревьев Г(х/), .подве­
шенных՜ к цепи (х. у) размещаются оптимально. Здесь х,—вершины 
цепи, соединяющей х = ?-’(!) с у = *р ’(л). Такую цепь |х, у| = 
— х, х։, . . ., Хр, у назовем базовой. I

Если бы можно было определить базовую цепь {х, у| в Г. то 
построение оптимального размещения свелось бы к построению ба­
зовых цепей в поддеревьях Т(Х/| и т. д.

Докажем, что в /.-оптимальном размещении дерева Т базовая 
цепь проходш через центр масс. (Центром масс дерева Т—(X, Ц) на­
зывается вершина х0, в любой ветви к которой число вершин (без 
самой вершины х0) не более половины общего числа вершин и Г).

Введем некоторые определения. ’■И
Пусть О1=(А’1, иг) некоторый подграф О, |А\| = л։^|А’| = л 

Для размещения ® размещением, собирающим подграф О, на |л, 
где Ь — а-|-1=г/|. назовем ?*(О։, |я, £]).

«♦ : А'։—|а. d|; X 2............ л|\|а, л+1.............6|.

|(х, у X։)V(Jf. У^Х А'|)|Л |?(х)<®(у)|— ®*(х)<<р*(у).

Здесь и далее ?:Х->-|л, />| есть отображение X на |л, а+1...........Л|
В 7-֊(Л', и՛) с некоторой выделенной вершиной х0 через Г(х/)=(А,(,/'1) 
х^Х, обозначим максимальное поддерево, содержащее вершину х и 
все вершины, достижимые из х0 цепями, содержащими х4.

Пусть х0— центр масс Т\ х,. х* все смежные с х0 верши­
ны и число вершин в 7(х,)։ |Х/| = аь /=1. 2.......... к.

• I е м м а 1. Для произвольного « £ Фг дерева Т существуя* 
ф։ Ф; и вершина х1 смежная с центром масс х() такие, что

Т1: Т(х4) —11. «/|; Т Т(х,)՜ л|. £(<?1։ Т).
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(Здесь выделенной вершиной в определении Т(х) считается х0).
■ Доказательство. Рассмотрим вершину — • ’(1). Пуст։. 
z ՛ х0 (если г = х0, то рассмотрим ®: ?(х) = л | 1 >(х), £(?, 7')=/.(®,Г). 
• ։(1И*п).

1.3л-(:г=? '(1) 7'(л-|), у = ? ‘(Л)СТ(Л)

11 О»։=«(х/).

I Обозначим через л, (соответственно л,, л,) число вершин из 
таких, что ®(х)£|1./л։ 1| (соответственно |/п։4-1. гп.--||. 

|лл»4-1, л]), л, л։|^!г= pG|и«/.
I Обозначим <f։ = ®*(Г(хЛ, При этом может увеличиться
лишь длина ребра (х0, х/).

й։ = |?(-*О-’?(*о)|- л։4֊л,).

1 Длины цепей |х։, г) и |х». у| уменьшились не 
*՝5=|(/л. 1) («,-{֊//,)] и ь։=л,4-лл4-1 соответственно.

менее чем на

£(?, ■/■)—£(?„ Г) «, 1 4-'\ = 2(лц-'л։)>0.

12. ?(х() = л։,<ш։ = ?(х0).

Аналогично 1.1. £(?v Г)— £(©,. Т՝)^ о։4-'\4-''։=О,

где ©1=7*(Т(х/), |1, а/|), о։ = (т,—/п։) (/п,4֊л։-л։ 1).
3 ^։=/п։—л։—1, Ьг^*(п—та)—(п—пц—л։).
* В случае 1 лемма доказана.

2. дх/:г = ®֊1(1) 7՝(х/). У=«‘։(л)€
Пусть ®(Х/)«=л1։<^т։ = ?(х0). (Обратный случай симметричен 

рассматриваемому).
I 2.1. /л1<2л1 +-л։֊Ь2.

Рассмотрим ?։=?*( 7(хД. 11. я/|). '\=|?(х0) -?(х/)|-|?1(х0) -?1(х()|= 
= (л։։ -л^)—(л/։4֊л, л։—1). а уменьшение длины цепи (у. <| не 
менее чем *»=(«—1) —(л։4-л։4-л,).

4(®, Г)-£(<?։, о։ 4-'>։ = л-/л։-2/л|-2л։-л։>2л, 4֊ л։4-2-/л։> О 
(так как из определения центра масс л>2(л։ г л։ + лл 1))
| 2.2. /П1>2л14֊л։4֊2.
| Аналогично 2.1. Л(<р, Г)—£(?•,Т)>0, где ?*=?*( Г(х/), |л—։<
4 I, л|). Размещение <р։: й։(х)=// ? (х) : 1 искомое в случае 2.2. 
/1ем.ма полностью доказана.

■ Лемма 2. Для произвольного размещения дерена Т
еуществуют Фг н вершины х(, Ху, с нежные с центром масс х0. 
причем

: 7՝(х<)-г |1, з(|; Г(х/)м.|л-ву4-1. «!;/.(?„ Г)^£(?, 7 ).

Искомое строится исходя из размещения ?։, полученного в лемме
1, аналогичным образом. . 1егко видеть, что /.(?. ?)>£(»„ 7 ), кроме 
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случая 1.1 н лемме 1. т. е. в оптимальном размещении &0 г=!ьп’(|) 
и у = ?-’(//) принадлежат разным 7’(хЛ. следовательно, цепь (г. у 
проходит через центр масс. Итак, доказана

Теорема. В Т-оптимальном размещении дерева Т=(Х,(_ ] 
базовая цепь проходит через центр масс х0. причем, если

®гг'(1К Т(х^, ?пл(п) £ Г(ху), то =0: X-[ 1, |лс,||. Х^ | л-|Ху|4-1. л|. 
где XI и ху смежные с х0 вершины и 1=£/.

Таким образом, при построении /.-оптимального размещения 
базовую цепь наш искать лишь среди цепей, соединяющих висячие 
вершины через центр масс.

Для построения некоторого приближения к оптимальным разме­
щениям в (*) предложена следующая конструкция. Любое Т֊*(Х, С) 
можно превратить в ориентированное корневое, если выбрать некото­
рую л£.¥ и ребра ориентировать в направлении „от х“. Полученное

-• -< ->•
дерево с корнем л՜ обозначим Тх, а 5( Г) = т1о 5(7х), где символ 5 

х€.Х
-♦ —ф

заменяет любой из символов Т, №’. Ищется х* £.Х՜: 5(7՝)=5(7х ) и 

допустимое 5-оптимальное размещение Тх* будет искомым прибли­

жением Доказано, что 5( 7՜) ֊ 25( Т). Такая конструкция требует 
О(/?’1о£/1) операций.

Пусть 5П,( Г) = пНп 5(? Т). Алгоритмы нахождения Ш'пл(Т') н 
тЕ.|Л

/.,и(Г) и соответствующих размещений приведены в (°), при этом 
число операций равно О։л1о£л).

Из того, что допустимые 5-оптимальные размещения плоские

(,3). следует, что 5П.,(Г)^5(7)-

Итак. 5В>(7՜)— $(Т) Х(Т)— 5(7՜) и использование оптимального 
плоского размещения в качестве приближения к 5-оптимальном\ 
эффективнее описанной конструкции из (*) в л раз.

Оценим ЦТ)—£П|(7՜) снизу. Возьмем произвольное Тх и его до­
пустимое /.-оптимальное размещение ?0. Построим последователь­
ность .......... >ап такую, что /.(?(, Т) Ц?։ ь 7), 7 = 0. 1........л I
и V/. »г^Ф'г- '

Для построения рассмотрим любую, ранее не рассматривав­

шуюся, вершину г. Если в Тх р+(2)<2, то =
Пусть р+(г) 2, вершины х։.......... х» — непосредственные после­

дователи г в Тх, ։(ху)<»։ |(х>_։), у = 2, 3.......... Л, а х0 —верши­
на, непосредственно предшествующая г. причем ||Г(г)] = (л, Л|, 
'<-1(ху)<©/ |(х0) Построим следующим образом:
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։?/(>') = ?<֊։(>'). если у^Г(г) или у £ Г(ху), / =1 — -f- 1.

L(z) = mln?, i|T(jcim)|; ‘
I ri- U 7(ху)-т[9у(2)4֊ 1. 6|. причем yG,/։£U ЦхЛ 

•<Г 1*/2|

k\

Непосредственными вычислениями можно получить:

_ / ь \1»гл
l< —

' (fo- /֊)-/-(r/n.

/I- I

7) ճ (P+(X) [P+(X)/21 l)|p’(x)/2|>

4՜ V (р(А-)-4)(Р(Х) 1)=ձ. Откуда 7( Г)֊£п.,( 7')>ձ 
4 Hjt)>4

Верно также U''( 7՜) = №\?0. 
։*/21 

шаге Г(ху-) ։(0

/ ). при ЭТОМ на каждом

Ереванский НИИ математических машин

Դ, Դ'»ՈԼԾ89ԱՆ
II ii| ui |i մ UI J три uuii| սրումների L [iruilicj հասւկուբ յունների մասին

Ии^шдп։ էքվա մ է I որ / =(Л, 77) ոչ կորրՐնո րո շվաձ ծաոի i Լ —օպտի- 
tfutj դասավորման |> '(1). ? '(«)! րադալա/քան շղթան սյեար է անղնի մաս^ 
սայի կեն տրոն ով։

8»nj(J է արված, ոյ> / ) ’֊ Է |Ա( !) < Լ( I ) (այդպիսի անհավասարություն
•>

1Л երւՒ ուն/i նաև լայնության հայտանիշի համար)9 րնդ որում Է( 1 )—Lny( T) ն՜1/4 4 (&(ЛД---4)(Р(Х)—I), որտեղ Լ ( Л)-Ъ / ոչ կողմնորոշվաձ ծաոի օպ֊
?ГГ| 4
դ դասավորման երկարությանն է, LaA( l )-ն—օպտիմայ հարթ դաս ավ որ֊

ման երկարությանն է, /. ( / / ծառից ստացված րոյոր կողմնորոշված ժա-
ոերի սպտիմայ թ m յյատրելի դասավորումների ե րկարա թ յուննե րից նվաղա֊ 
դույն րք
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