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Геометрия л-крдгного интеграла, зависящего or п параметром

(Представлено мл аорр АН АрмяпсмлП ССР Р А Алежиндряиом K/IV Wb)

При решении ратного рпдэ задвч знали та приводится рассмотри 
вать интегралы вида

/ « ........Vя, у,....... уд) dx'. .dx\

которые зависят от п параметров.
Цель настоящей работы состоит в изучении геометрии, которая 

Определяется таким интегралом н пространстве переменных

Z .... Л". У»..... Ул.

Для этого к интегралу (при наличии некоторых естественных условий) 
инвариантно присоединяется пссвдорнманона метрика, впервые рас 
смотренная П. К Рашевским ('). Покатано, что в случае метрик эйн
штейнова типа н только в этом случае существует двойственный ни тег 
рал, который имеет смысл применять к задаче обращения интегрально՝ 
го преобразования с ядром к.

Рассмотрим дифференцируемое многообразие /И четной размер 
яостн 2п, которое одновременно является дважды расслоенным про
странством задано два дифференцируемых отображения А1 на п мер
ные дифференцируемые многообразия М, и Л1։. обозначим их через 
"։ и г,; слон рассло-пня. то есть прообразы точек из .И, н .И։ при 
отображениях ~1 н , являются л - мерными многообразиями, н. на
конец. касательные пространств» к слоям расслоен и А и s. имеют 
лишь нулевое пересечение.

Зафиксируем в пределах произвольной карты с локальными ко
ординатами х’........ Xя, У,..........У„ некоторый репер R,)o. (г*)”. /, k =
= 1........ п и положим

* ш
С/ “Ь. “ У^С*/.

«в> •

где новые переменные х* и у* независимы от раннее введенных ко
ординат и др\г от ipyra, причем образуют матрицы с ненулевыми 
определителями Образуем дифференциальные формы.

Ш* «։ JT*։ d.V* . U»j » V* dV> .
7



где через и у* •J,означены элементы матриц, обратных естествен-
* 

ио к матрицам (л*) и (у^ (։).
Таким образом, в каждом точке касательного пространства к слою 

имеется базис, который преобразуется элементами полном линейной 
группы В результате на всем пространстве двойного расслоения возни
кает подвижный репер, половина векторов которого в каждой точке 
составляет базис касательного пространства к слою в этой точке, н 
система заданных на всех։ .Ч(” лилейных дифференциальных форм

*»я, ",я * И

не зависящих от выбора локальных координат. Эти главные формы 
характеризуют расслоение Л1 н следующем смысле слон первого рас
слоения являются интегральными многообразиями максимальной раз
мерности для системы уравнений •■>'=о. /-=1........ л. а слон второго
расслоения находятся в аналогичном отношении с вполне интегрпруе 
мой системой линейных дифференциальных уравнений «в/во. т = 1

Структурные уравнения этих форм получаются в результате внеш 
него дифференцирования их выражений Таким образом, они имеют ни։

|</ш' = п»'/՝. «Л

где <«1 = . к.*= — у*<1у>\ -4 у^ш р, причем переменны
д;л и У*г симметричны относительно индексов Л и р.

Внешнюю диффер. нниальную л - форму вида
2 — К (д'........ л". у,..... уп) (1х‘ Д... (1хп

иа многообразии М двойного расслоения будем называть полубазовой 
л-формой первого расслоения =,. Она определяет гладкую мер՝ 
(объем) на каждом слое второго расслоения г.*. Фирму 2 можно, под
ставив вместо с/.с4 их выражении через , записать в виде

2 = Х®‘ Д . . . А*”* , - , I

где > —k • det (.с*) является гладкой функцией, определенной на мно
гообразии М’1» реперов и отличной от нуля, I

Найдем условия, которым удовлетворяет функция t . Внешний 
дифференциал I

</2 = -ф *•}) Л w А • - - А >,,м । >։ J
является формой на Л1. Для этого Необходимо п достаточно, чтобы 
имело место разложение 1



Часгъ уравнений, которые получаются н результате внешнего дифф», 
рснинрованпя соотношения (2> н применения леммы Картанл (Ч, имеет 
вид

(1г.1 /3)

где коэффициенты симметричны
Заметим тспер! что форма
образни двойного расслоения М. Это 
однозначно опретелиется условием

от носитель и о индексом г и к 
является формой на много- 

следует н։ того факта, что

н. кроме того, обраш**1ии м и нуль 
Внешни А дифференциал формы ? с 
быть Приведен к виду

на слоях второго расслоения
помощью соотношений (3) может

и։> А**/
В силу симметричности коэффициентов /'* относительно / и к и анти
коммутативности внешнего умножения »'*«»* Д«^ = р и поэтом \

Ведем предполагать форму и. невырожденной, этим мт рассмотрения 
Исключается случай, когда *)-=О. Тогда матрицу о։'1 можно при
вести к днвгонилышму виду н сделать еднннч| ой. Поэтому '» = ՛-* и

</*=»<»? А *»/ (4)
Отметим сразу, что ня М։1* ныделястгя подмшнообра >ие М/'гтМ1” 
реперов, характерп 1М'>нги\сч услоянгм (ф‘>рч1 </. на .М*|։ име
ет вид (4) ),

Форма |4|, как легко можно проверить порождает па прост
ранстве расслоения метрику по формуле

г//: = М' . ы. (5)
л «։ <՛»/ (по индексу г идет суммирование по всем значе-

пням / = л). Благодаря ковариантному постоянству метрики (5)
уравнения соотнпч I Н\ 1<>1ЦСЙ пгепдпрнмвноиой СИЯШОСТН могут быть 
Прицелены к виду:

Г ь
НИЙ

—формы связности. Внешнее дифференцирование этих у ранне 
и применение леммы Кортана дают соотношение

</н; и; л =л'»;н7՛ нг *
де величины А*' симметричны по верхним и нижним индексам и 
совокупности образу шт тензор крннпзны расслоенного прострянст- 

а.
Таким образом, рассматриваемое расслоенное пространство несколь

<1



ко специализировалось благодаря наличию невырожденной формы </* 
и превратилось в пространство, рассмотренное II К Рашевским ('| Ойо 
характеризуется выдсленностъю двух семейств л-мерных поверхностей 
(слоен первого и второго расслоений) и гем, что каждое из этих се
мейств обладает свойством абсолютного параллелизма: векторы, каса 
тельные к слоям данного семейства, остаются касательными к ним 
при параллельном переносе по любому пути.

Таким образом, имеет место
П рсдложеи ие. Задание на пространстве двойного ՝2п расслое 

нит» И внешней п-формы полубазовой на слоях очного из расслое
ний. при условии невырожденности соответствующей формы опре
деляет на многообразии И структуру расслоенного пространства Ра
шевского

Все дальнейшие рассмогрення относятся только к расслоенным 
пространствам Рашевского. Отметим, что подмногообразие ЛЦ1* реперов 
такого пространства описывается с помощью компонент метрическое > 
тензора, соответствующего метрике (5): 1|

ЛГ ^‘*=0, ЛА=1........ п.

Рассмотрим теперь на многообразии М '՝• реперов произвольного Про
странства Рашевского дифференциальные формы Н/։ н'_ »-м. удовлет
воряющие системе внешних уравнений

|^А»вН^д Н*
</Н4 = - н» Д н*

I =Ч, А н: л՛.; «'’А «г.

определенную псевдориманову метрику (5) и соответствующую свя<• 
ность. Выясним при каких условиях форма

Ф։- оМ'А .֊АН"

обладает свойствами формы У. Исходя из тех же соображений, что 
и при получении разложения (2), будем иметь

п
<11 па | 4 н« = (/1н< 

/-1 '
а'н(

Внешнее дифференцирование этого соотношения с последующим при 
мененнем леммы Кардана лает V

| <4 А- ^>=0*1
I а‘ а1*"/,, а1* —а №

где обозначено

| й^сКц лкН\
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Обратная подстановка этих выражений в результат дифферснпирова 
ним (6) даст конечшх* сиитношенис

а' ~ л' ֊ Ц.

где через Л* обозначены компоненты тензора Риччи:

а> —V А'11’* — гс I I

но основании этих формул получаем

։/Ф|-«Ин/ЛН'Д...Лна

Выделим теперь фирм) ?։ = <?н. (заметим что она. по-существу, 
совпадает с формой из (2) ) н сосчитаем ее внешний дифферен
циал:

</?։ ... = «*/н*’ Л н։
Но с другой стороны Ф, играет роль 2. поэтому

</?. = «'Л
( рашпние этих соотношений приводит к равенству:

О, = (8)

Условие (8) является необходимым и достаточным тля того, чтобы 
Ф, обладала свойствами формы 2.
Рассмотрим теперь следующую задачу. Пусть на пространстве М 
двойною расслоения задана пол у ба зова я фирма Ф, первого расслоения 
я։ с соответствующей невырожденной формой </■-, . Форма объема на 
пространстве Рашевского имеет вид

Ф = М’Л . •ЛнПЛ^։Л«’-АНч.

Выделим среди множества внешних //-форм вила

։‘нтЛ”-Л^и
полубазовую форму Ф5 второго расслоении с соответствующей пены 
рожденной формой <0, таким образом, чтобы

Ф = Ф,ДФ,. (9)

и выясним условия, при осуществлении которых формы Ф, и Ф։ порож
дают но пространстве Л1 двойного расслоения одну и ту же геомет
рию Рашевского.

Предположим, что Н,Н'—структурные формы искомого 
пространства Рашевского (/Л—1........п ). Тогда, если Ф։ он‘Д ...
ДЙ", то Цюрыу Ф. определим формулой



Ф8 = — 
п

этим условие (9) выполнено Рассматривая Ф։ по аналогии с формой 
Ф,. получим

г/Фа = ,.. = - л.^Дн, д... Д н„.

Внешний дифференциал фирмы э9 = ц/Н' равен

d?։ = — а*Н*Д н».

Дне римановы метрики на одном и том же многообразии считаю! 
эквивалентными. если они отличаются постоянным множителем. Зна
чит i.iH тою. чтобы формы Ф։ и Ф, определяли одну и ту же пссв- 
юриманову 1сомстри1о, необходимо и достаточно, чтобы соответству
ющие формы </;, и rfs2 отличались постоянным ненулевым множите
лем: , 1* И

rfs։ = crfol։ C — const 7*0;

тогда тензор Риччи принимает вид 
к;=<1-<■)'՝;• 1’°)

Как известно, пространства, тензор Риччи которых пропорционален (. 
постоянным коэффициентом) метрическому тензору, называются про 
странствамн Эйнштейна. Поскольку в данном случае роль компо
нент метрического тензора играют символы Кронеккера, имеет место

Теорс-ма. Пусть в пространстве двойного расслоения полубазо- 
вые формы и Ф, первого и второго расслоений определяют одну и 
ту ме псевдориманову геометрию Рашевского, в которой форма объема 
имеет вид: |

ф ~ ф։ Аф։

Тогда пространство Рашевского имеет структуру пространства Эйн 
штейна. 1

Обратно, на пространстве Рашевского, удовлетворяющем уравие 
нию g/r K.Kir Эйнштейна. сущест вуют формы Фх и Ф9 с вышеу ка
зн и и ы м и с войствам и.

В качестве иллюстрации к изложенному выясним вопрос, какие 
именно интегралы порождают псевдоевклндово пространство Рашев
ского (кривизна равна нулю). В этом случае можно пользоваться под
семейством параллельных реперов (Н*=0). Тогда

</Н' = о, </н, - (I ՛ ।
и, полагая и i/.r'. н, ■= dy,, получим уравнения нашей задачи » 
виде I

Ф4 = и</х'А... A dxn.

dlna =aidxl -}- a'dx/ (б I
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|</«, = (»)* (1хк 4 </у,
|(/«' = </л-/г/лл (3")

Дифференцируя соотношения (3'1, получим

։/*</* Д </х* = о , иа'* ду>. _().

откуда следует, что
«ц* - (л'..........V" ). цЛ -=■ а'* (У,..........у,()

Интегрирование уравнений (3'1 шст

-.ДДл'..........с") у,.
а1 .г7 ; Д' (у,........ у„ I.

П > тетавим эти выражения в Соотношение (6'1 н проинтегрируем по
лученное уравнение. Поскольку интеграл от формы ЯДдс',. ..хар/х1 
является функцией от х',,..,д'1 , а интеграл от фирмы

А'(у..........УцНЛ’( —функцией от у,........ уп . то форма <1>, прини
мает вид

Ф։=Р(х'.........л”) и (у.......... у„) е■ '*/ с/д- ... Д </д" (11);

легко видеть, что ори этом

I____________ 1
Лп) О(У>........У'՛) ՝''

Таким образом, имеет место
Предложение. Всякий интеграл, порождающий в Л1 нсевдоев- 

клидову метрику Рашевского, может быть приведен к интегралу иг 
формы вида (11).

Тем самым выяснен внутренний геометрический смыс интегралов 
Лапласа- Фурье. Интегралы, приводящие к метрикам Эйнштейна, 
следует считать естественным обобщением интегралов такого типа

Приношу свою глубокую благодарность А. М Васильеву <а поста 
новку задачи н внимательное отношение к работе.

Маскотмш государственный университет 
им. Ломоносова

и. »՛. личнчнпк-т

II и| 1X1 Г-1М Ь СП ('БЬ 1*|> 1ри|н|)и1 А 11-Ц|Ш1л|11| |>Г1111Ь<|Г1|1||| ЬгЦгШ2шф|11|1|П1&

Итр! и>][иши1шЪ рр Ъи/шичиТ/р II-

У = (А՛ (л։........ л". у։..........Уп ) ^л՜’ • • • ^‘п
//Ъи!1Л1 . .. , Хп фпфп(иш1(и&ЪЬ[ф /< у։, ... и^шршЛГшрЪЬр/т 

ршр1и1^1ии/1 шпш^шдпц Ьр^ршр}Ш}, типы/Ьш и/тр/чр ^1ЪЪ

(՝1иПни^1И^ ШрЩтЪрЬ Шрг I , пр ./ (тЪфпр^шЪит ^Ьри1Н1/
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վոս) է պսեվղորիմ ան յան մետրիկա, որր և պայմանավորում Լ այղ ինտև* 
ւքրալի րոչոր ինվարիանտ հատկությունները։

Ապա րուցվ ած էէ որ էքն^տենյան մետրիկաներին համապատասխանող 
իՆ տ ե ղ ր ա լն ե ր ր (ե միայն նրանը ) թքՈԱ են տալիս երկակի

՜,= ք/<(>'1 Հ. • • . V/։. -V1..........

ինտեգրալներ, տ^սինրն բնական կերպով րն գ » ան ր ա րն ո ւ մ են Հեուրյե - էա պ լաս ի 
քւՆ տ ե գ ր աք ր ։

.11 И I Е Р \ 1 У I» Л - Դ »’ Ա '• П Ն » I՝ Р л •• I* Ն
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