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В настоящей статье описано необходимое и достаточное условие 
существования / - рсбсрно - критических *-связных графов с р 
вершинами для проною 1ьиых целых чисел / 4. * / I \\р

Все понятия и обозначения не определяемые здесь, можно най­
ти и работе Ф. Харари |1|. Пусть (} б(Г.А') конечный граф без 
петель и кратных ребер.
Граф 6 назовем и-связным, если *(6)=л. Пусть Н является подгра­
фом для заданных графов О, и 6։ Тогда объединением 6,116.^6 

относительно Н, называется граф 6. который получается из 67, и 6. 
совмещением их общей части Н по одноименным вершинам И՝"1 
колесом назовем граф 11' "՛ = Кп Ст, где Кп полный граф с л 
вершинами, а Ст простои цикл длины т Пикл Ст будем называть 
внешним циклом, а его ребра (вершины! внешними ребрами (верши­
нами) \Г" т колеса. Добудем называть центром №"••"» — колеса, а 
его вершины и ребра—централ .ними. Ребро, соединяющее внешнюю 
вершину с центральной, будем называть внутренним ребром.

Легко убедиться, что имеет место
/(О\Ч֊6։) = /(б7,) (6.) (II

н 6։ 4-6։ является крипиескнм ( реберно • критическим I тогда и 
только тогда, когда 6, и 6. критические ( реберно ■ критические ). 
Очевидно также, что

*(6\ + 6Д = гг«Д||I\Н х I <2>
где И» и V, множества вершин 6, и О. соответственно.

Теорема I. Д.гк .нобык / 4. р /. \ 2 сущестбуст /֊ре­
берно - критический / — I - слялный р- лершинный граф.

Доказательство. При р — 7 ~2 2^ 6=0, 1,2.... колесо
по (|) и (2) —искомый граф.

Пусть р •/ 2 (26 1). /=0.1.2......... Рассмотрим граф

6<+՝•+'' = Ա А I |Л»

где Ո',շ/+7 -граф, изображенный па рис. 1. Легко видеть, что
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IV является 4-реберно-критическим 3-связным О’ — нс 
комый граф, так как согласно (2) ж(От+3+«) = у—| и согласно (1)

Теорема 2. Для любых / 5. 3 х.^/֊2, Р>2х~*-}-1 сущест­
вует / -реберно-критический 1-связный р-вершинный граф

Доказательство. Пусть р = 2/ — * 4֊ I 21, / — 0.1,2....... Рас­
смотрим граф

1Г-22'« « IV 1 - ... ~х:,+.-,

где х։ = (г»։. г՛’,), л։ —(г։> ..........хц+! = (т>։. т>^+-) являются ннут
ренннмн ребрами IV*՜-՛ ։' л — колеса, а т։ произвольная централь­
ная вершина IV '֊?.г» л _к0։1еса

Рис >

Пусть
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А» .«( « л - ^+-')+Л'։ ֊,

V ., -( - - г») + К, ,.

Тогда в качестве искомого графа берем граф

^^(Л! / О 1»’).

где Н Л.-а тф1 * (рис. 2|. Построенный граф 0° имеет 2/—х I 2г 
вершин. Так как *^/-2. то ж(А'; = 1,2. Следовательно.

х(О’°)=х. Покажем, что ('0 является /-реберно-критическим графом. 
Если (о*, ։՛.?) произвольно /—I раскрашен, то. ввиду / -ребер­
ной-критичности графов К՝,, (ж,. ։ 1.2. вершины Р|. г<‘. о» одно­
цветны. Следовательно. /։0”| /. (. ։ругой стороны, удаление любого 
ребра л из (7° делает возможным / —I • раскраску графа (7° ■/. ввиду 
X - реберной» критичности А* т»«1,2,

Пусть р — ՝1/ х-4-4т 2'. ( =0,1,2........ Граф, построенный по (3).
запишем в виде

О-1՛2' = Г--+՛ А'. 2фА

и пусть ֊ //Ф Рассмотрим граф

о' = (Л‘, { и К: н(ф«, о»), 
И

где Н = А',_;֊1 о4' ’ (Рис. 3). 6'։ искомый граф для рассматриваемого

Рис. л

случим. В этом легко убедиться прежним путем.
Пусть р 2/—х • 2. Подграф графа IV : (рис. I). порожденный 

вершинами п։, т՛^, т‘։. обозначим через 6՝, а по и риф । рафа

23



И՛. порожденный вершинами 1'0. о„ — через (7( Пусть

/» = Л*, .4 0՝,

Д = Л\_, 4- О* 
и пусть

Л'.! ։ = (Л* Д) -Н*։4, т՛2) Г (*>«. 
Г» П։

Нс трудно заметить, что Л\ 7 является /-реберно-критическим 
3-связным 2/—I-вершинным графом.
Рассмотрим граф

О"= Л'з։/_։+я 4- Д’,-г

Он имеет 2,_. + 2 вершин, а так как Л ,֊,+з, Д', л реберно-критичес­
кие и. согласно (1), /((г) то (}* является / - реберно-критичес­
ким. Для завершения доказательства теоремы достаточно пользовать­
ся формулой (2).
Теорема 3. Для любых / 4. р 2/ — 1 и р 2/ существует /- 
реберно-критический 2- связный р- вершинный граф.

Доказательство. Пусть р = 2/.—1Д-2/, /—О, 1, 2........
Рассмотрим Л — ЛО—(гф гр и и”’-3 2'*՛’= И'— (г>2, г>?,), 

где(г}, «>?,) и (г»{, р-՛) ребра графов К и IV՛'՜а 7'+л соответственно. 

Через О обозначил! граф, получаемый из Л7и ՝՝ 21+9 совмещением 
вершин г{. :>• и добавлением ребра г՛2 ). Очевидно. 6 2-связеп 
/-реберно-критичен и имеет 2/—14֊2/ вершин. ]

При р = 2/4 2 |-2/, /=0,1,2, ,... вместо и71՜3 ,/+? берем граф 
о +1+?,։ построенный по (3), и поступаем аналогичным образом.

Теорема 4. Для любых />4, х, р 2/ х не существует /• 
•критического ^-связного р-вершинного графи, за исключением 
К,.

До к аза тел I. ст во. Будем считать, что 2<>. / 1, так как в 
противном случае утверждение теоремы тривиально. Пусть задан /- 
-критический «-связный граф 6=0(У, X) и пусть О—т\—ту ՛՛,
состоит из компонент связности <7։ - С/։| I՛,, АД. .... <?* = </*( Г*,Л'*)« 
где 4~Д>. Так как р(т՛) / I для произвольной вершины V графа (7, 
то I' • . 7.—*. '0. Л и, следовательно. р~՝к/—(Л—1)*, причем равен­
ство достигается только в случае, если|У»]=х х. ։ I, к. Очевидно, 
при А'>2 или, если для некоторого / 1. /г. |1'4 | > / /., то ^>2/—х. 
Следовательно, достаточно рассмотреть случай й —2 и |1^|=|И,| = 
/ >. откуда следует, что всяктя вершина г՛ £ смежна со всеми 
вершинами из V 1^-, где Л/֊ 1,2, ։'Известно (’), что критический 
граф нельзя разделить полным подграфом, следовательно, рлзрез 
Г (У։Г1։) графа О содержит несмежные вершины гч , . /, /(: I, *
и Граф (> / -1-раскрашиваем, так как даже в случае смежнос­
ти всевозможных пар вершин разреза (кроме пары тч ,г>/), /((/)=/—1. 
Полученное противоречие завершпет доказнтельстно теоремы 
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Следствие I. Для любых /,: 4, •>., /€£•/ — ՝». нс существует /- 
.реберно-критического > -сея. > о;о /?- ге/ и и> к, о гуифи. и ис­
ключением Кг>.

Теорема 5. Для любого / I не существует /-критического 
2-связного 2/_-вершинного графи

Доказательство. При /. = 4 утверждение теоремы следует из 
работы (*). Пусть / 5 и существует /-критический 2-связный граф 
<? = </(Г. Л) ( 2/ вершинами. Обозначим через | г,, г, некоторый раз­
рез графя О и пусть компонентами связности графа 6 г»,—г՛, являются 
Сн=6'( Г .Л'). где /' 1Дг. Гак как для любой вершины г графа Г7 име­
ет место '4») / 1. то |1''|--/ 2 при /( I, Аг Следовательно, А = 2. 
Возможны следующие случаи: • ՛ •

1. |V|=z. 1И=х-2.

2. |1"| = |Г-|=7-1.

Через 3 обозначим наибольшее число вершин графа 6՝, удаление ко­
торых приводит к / I-критическому графу С- = в (1А. .<-) с р 
вершинами.
Так как г՛, и Т'։ не смежны, то /((7 н,— 1'։) = /—1. Откуда. 3 / и 
р.=р—$ /. Цо теореме 4 имеем О —К _|, В случае, если 11 ։|=/.| I'г| 
— / 2. граф О’ содержит К _| и некоторую вершину и.՝. Очевидно,

п»։. "։И Л'&(1'а, н.|(ЛЧ

а) //։ п2 = |/. В этсм елх чг.е, покрасив граф (7 / I цветами, и 
придав вершинам т՛,, г(։ цвет, приписанный вершине и. можно про­
должить / 1-раскраску на весь граф О.

б) и, и. Нетрудно заметить, что в >том случае /ДО -») = •/. 
В обоих случаях пришли к противоречию. Аналогичным путем при­
дем к противоречию и в случае |V։| = |V’’| = /—1.

Следствие 2. Для любого не существует у-реберно- 
критического 2-связного 2/-вершинного графа.

Следствие. 3. Для существования у-реберно-критического 
(/ 1) л-свялного (2^/^/ 1 > р-вершинного грифа необходимо и 
достаточно, чтобы

л) />*хМ пРц ” в /•->.

б) р^у......... '2/ при 3 х<?/-2,

в) Р Ъ /+1. •••’ 2/.—2- пРи х 2-

С л едет и и е I. Для существования / -реберно-критического 
(/ 4) девятого (2 /. / >) р вершинного графа необходимо и 
достаточно существование /-критического ж-связного р-вершин- 
ного графа.

Вымпел и тельный iiviiip
А к .1 м 11 и ннук ApMiHich<»»« < 1 В



II 1Г. ԴՅՈԻԼՈհւրՏԱՆ
(Juin fl Ь Г l| if 111 fl l| I' |l UI 11l| UI l|UI Г1 <|гш «|> GL r|i մասին

Հորվածի հիմնական պնդումր պարունակում Լ երրորզ i ետեան րում, ուր 
ոա արված Լ անհրամեշտ և ր ավար ար պայման, որպեսզի զո jut fl յո էն ունենա 
ք- կողային կրիաիկական Հ-կապակզված ր - զ ա ղ ա ի! ան ի զրսէ1ի կամայական

> 4» Լ* * Z '/ '• ե P ւյրական ամրսզ* թվերի համարք

Հե ա ե ան ր 3. /* կորաքին կրիաիկական (y 4l 'Լ֊կասքակրվէսծ (J Հ
/ 1 p՝ rjiuifU'P անքէ զրաՀի զ ոյու իք քուն ունենարո էամար անհր ամ եշտ է la 

րավարար , որպեսզի

ա р z-н. 1,րր *=7. I.
Г Л՜՜՜/................... *■ ե1՚ր 3 Xtt?/—2,

7 P /• /. 1,..:, 2/ —2х՛ 2/.’ Դւ՛ ' 2.‘
Չորրորր Հեաևանքամ սաարվաէ} Լ կապ շ» կողածին կրիաիկական և

/■Կ՚Ւ աիկական /-կապակրէքած (2 /Հ I) զրաֆների միջեր
Հ Լ ա և ա ն _ր 4. Հ-կոզային կյւիաիկական (/ | ) X» կասյ^

ք —J) ք)^ զազա իք անի 4րաֆ ajn fata քԺ յան ունենա/ու հաւէար ГМ՛ րամ եշա Լ ե 
/ • կասյակզվ ածորպեսզի զորս իք յան 7 * կրի1,1 իկական
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