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Общеизвестно, что аналитическая функция определяется однознач­
но значениями всех производных в данной внутренней точке области 
аналитичности, а также восстанавливается своим рядом Тейлора. Но 
если заданная точка является граничной точкой области, то ясно, что 
ряд Тейлора как аппарат восстановления непригоден. С другой стороны, 
существуют классы функций, которые однозначно определяются через 
последовательность значений всех производных на граничной точке 
области аналитичности.

Поэтому представляет интерес задача восстановления таких функ­
ций посредством значений всех производных на граничной точке.

В данной работе мы рассматриваем класс аналитических н утл

|ягкг|<—и непрерывных на его границе |аг£г| = —функций, ко- 
2р *• 2р

торые удовлетворяют условиям 

[Ф1’։1(г)|^Лл//гп п = 0.1. • • (1)

где

ф|")(2) = (!|>|Я-||(£Ц л = 1,2, • • . (2)
X г»՜* /

обобщённые производные функции Ф(г) в смысле Г. В. Бадаляна
Известно (։), что условие

1՜ 1пГ(г> а (3)
I гНр/1+р

о
где

Гп
T(r) — sup — * (4)

л тп

характеризует класс единственности о том смысле, что из условия (3) и
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ап = 11т 
/►О

ФН(£) 
г?՝։ 1агбг1< "г՜ (5)

функция Ф(г) определяется единственным образом. Требуется нос- 
становить функцию Ф(г) но значениям (ал|.

Заметим, что при р — 1 обобщённые производные (2) обращают- 
ся в обыкновенные.

Мы показываем, что решение этой задачи для определенного клас­
са функции Ф(г), представимых преобразованием Лапласа (при р=|) 

или обобщенным преобразованием Лапласа (при —— <р) при предпо-

ложеннн. что ее оригинал единственен, приводится к задаче восстанов­
ления оригинала по его моментам. А эту задачу, в свою очередь, можно 
решить с помощью разложении, использующих в качестве базисной 
системы функций алгебраические ортогональные полиномы В качестве 
такой базисной системы мы взяли полиномы Лагерра. |

Целесообразность выбора такой системы объясняется тем, что н 
этом случае коэффициенты ряда получаются зависящими от моментов 
оригинала и могут быть вычислены, используя заданную последователь 
ность |пл|. И

Пусть функция ?(х) задана и измерима на полуоси (0, -} оо). 
Очевидно, что при сходимости интеграла

о (61

функция

Ф(г) = ( е~л ։ <?(х)лс* '<1лс (7>

голоморфна в угле |аг£г|< —^-н непрерывна на его границе |агрх|=- 
2р 2?

Для обобщенного преобразования Лапласа (7) приведем <>дн\
тауберову лемму, которая нам нужна в дальнейшем.

Лемма. Пусть 0<а<р и пусть функции Ф(«) регулярна ■

угле |аг£гК— <р, представима формулой (7) и удовлетво 
2р 2

ряет условиям

Ф'(с) = О (г—А Ф(г)-0 (г->оо. |аг£2|<-£-\ (81
ХИГ՜1/ \ 2р /

тогоа 

<р(л) = 0(х։(1՜*) при л—֊0 (?>

Доказательство леммы, когда р = 1, можно найти в работе С1 

(стр 232), а при —— <р легко приводится к рассмотренному с ПОМ®
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щыо замени переменной. 
Обозначим

?Л = 8ЧР 
Ъ <п Л! * (10)

Определение I . Через Ли обозначим класс аналитических 
в полуплоскости /?ег>0 и непрерывных в 0 функций Ф(г). 
удовлетворяющих услониям

1Ф'(г) = 0
(г)91* *

Ф(с) -> 0(г — оо, Це:> 0) 0<р < I (И)

//!
2яп’+т

7>0. (12)

Теорема 1. Всякую функцию Ф(г) из класса А3 можно пред­
ставить в виде

Л-0 *-и
( — 1* Г(л 4-1)

А1(л— А)1 (1 -|-г)

где

С„=г/1

(13)

(14)

•

Л

Л 
V М)^

(Л !)։(Я-Л)!՛

причем ряд (13) сходится к Ф(с) равномерно в полуп юскости 
Рег > 0.

Доказательство. Запишем формальный ряд Фурье—Лагер- 
ра функции ?(л) (определённой в (6), когда р=1) в несколько из­
менённом виде

г(л-) ՝ £ В^е-Ч^(х), 
> <1

(15)

где

многочлены Лагерра нулевого рода, а

в.=-֊֊ С ?(■՝)'•՛։՛(•«) «х 
(*!)- .1

и
(16)

коэффициенты рила Фурье — Лагерра функции ?(х).
Покажем, что ряд (15) при предположении (12) сходится рав­

номерно в (0. 4- ос). Действительно, так как

/,<о>(Л) = ( 11"«!
Г(// ' !>(֊ л )4՜

>“о Г(А 1)Л!(л-А)Г

то. подставляя выражение Л^'(л') в формулу (16). получим
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«I Г(л4-1) ]

О
?(*) ( — !)л л!

, плч |)(-хЛ \ у 
\>~ Г(«+ |)Л1(л— «л /

=( -1)" V ------ 1—------ 1՛ ?(х)х» (/х =(-!)« V —(—П*-а*
(Л1)։(л-^)1 ,) *֊о (А!)։(« -Л)!

О

Следовательно

|Ял1 =
<, (֊-ИПгА-

*-о (^^(/т-Л)!

(-1)* — А|
V А>|

»-о (А!)’(л-Л)!

£ ։ - 2" ।՝-------------=------------ --------в
* о ь\{н—к)1 п\ л’*т

Таким образом ряд (15) мажорируется равномерно сходящимся
рядом

е~л12 1
I их П1՜'!

х£(0.

и. следовательно, (15) сходится равномерно в (0.4-пс). 
Из леммы следует, что интеграл

=(х) </х

сходится н. следовательно, согласно теореме Успенского ((’). стр 
614) функция ?(х) представляется рядом Фурье Лагерра

?<а-)= V Впе-Ч^(х], (18)
я-О

где ■

ВП=-֊ ®(Х)^’(Х)4/Х.

О
Подставляя выражение (18) в (7) и замечая, что ряд (18) сходится 
равномерно, будем иметь I

Ф(г)= £ I е «^-л/(о)(а.)с/х =

I/

Г(л4-1)(-л)>
*|(л - А)1Г(А + 1)
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= X <—1)яВ„п| 
я-О « о Л’!(л й)!( I ’) *+*

Теорема 1 доказана.
Оп ре деление 2. Условимся говорить, что функция Ф(г) при­

надлежит классу А( (ц). если она регулярна в угле |аг#2К — , не­

прерывна на границе |агйг|= — к удовлетворяет условиям (12) и 
2р

Ф'(г) = 0^——у—— \ Ф(г)-0 / г - , |аг^г| <-^- 
х|г|3+ъ~Г/ X 2?

(19)

I 0О<Р

Легко видеть, что методом доказательства теоремы I можно до­
казать также теорему:

Теорема 2. Всякую функцию Ф(г) и< класса Л (<<.) можно 
представить в виде

Ф(г) = 2 (-1)МВ„ V -----г(и4-!)(—!)*------ I
Го Го Л1(«-*)1р(1 2»?+Ч

где коэффициенты Ва определяются как в (161. 
Известно, что функция

если

где

Ф(г)е^< °°֊ м.

Ж

Ф(2)=
и

>(х)££21е': (0, +=<).

(20)

(21)

(22)

Тогда методом теоремы 4.1 работы (‘) можно доказать, что всякую 
функцию Ф(г) (; Н’.Д—ос, фоо) в классе единственности можно пред­
ставить в виде ряда (13), который сходится равномерно внутри по­
луплоскости Рег>1/2.

Таким образом, функции из класса //,,( |-ос)Г|£/, где и—
класс единственности. восстанавливаются при помощи значений 
1«л! = 1Ф(л,(0)|.

В заключение приношу благодарность I В Бадаляну на постанов­
ку задачи н полезные советы.

Ереванский политехнический институт имени К Маркса
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Վ, IT եԴՒԳԱՐՏԱն
Անալիտիկ ֆունկցիա փ ւ|երականզնումթ տիրույթի եզրային կետում նրա հաջորդական ածանցյալների արժեքներով

Աշխատանքում դիտարկվում ( |8Г^2|^К/2р անկյան մեշ անալիտիկ և
Նրա եզրի վրա տնրնգՀատ անալիտիկ ֆունկցիաների դասր, որոնք բավա­
րարում են Հետե րսք պայմաններին'

|Ф|*։(г)|^Ля/пп л»0, 1, • • • (1)

որտեղ

Ф1"|(г)= --------Լ-Դ л=1, 2, - • • (2)
\ zf-' .)

ֆունկցիայի Հ Վ. 
ենւ 
Հայտնի է (’), որ 

IB

Г'ш ղալյան ի իմաստով ընդհանրացված անցյալներն

1ո7՞(հ) .-----— dr = օօ (3)

0 

պայմանր, որտեղ

T(r) = sup — (4)
" քՈղ

բնութագրում է մ իակութ յան դասր այն իմաստով, որ Փ(^) ֆունկցի ան 
միակ ձեով է որոշվում Փէ՞Աշր) . ՜Պւ = 4m--------- — larg^l < — (5)

2-0 շյ-՜1 2p

արմերն երի միշոչյովւ
Աշքսատան put մ տրված Լ մի հ ան ր ա ղ ո ւ մ ա րմ ան մեք9ող, որր Լ տա­

լիս վերականգնել Փ(^) ֆունկրիան \(1Ո\ »տշո ր ղ ակ անո t/) յան միշոցովւ
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