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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

О сингулярном проективном изгибании вполне фокальных 
псевдоконгруэнций плоское гей в многомерных проективных 

пространствах

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР \ А Александрином 25/\’ 1974)

1. Пусть /-—вполне фокальная псевдоконгруэнцня (гп— 1) — 
плоскостей нт_| проективного пространства Рп. Присоединим к каж­
дой плоскости |‘щ-։ подвижной репер, образованный л 4-1 анали­
тическими точками Аи(и, г>, го=1........... л 4-1). Инфинитезимальные
преобразования вершин репера определяются уравнениями

(П

где пфаффовы формы, удовлетворяющие уравнениям структуры 
пространства Предположим, что все т фокусов
плоскости рж-։ линейно независимы. Тогда мы можем совместить 
точки А/ (/ = 1.......... т) с фокусами плоскости рт 1. Точку Ат+/
расположим на касательной к топ из линий т -сопряженной системы 
(А/), которая не касается рт_| (для этой канонизации необходимо 
считать п 2т 1). В таком репере уравнения развертывающихся по­
верхностей А будут иметь вид: ы* 1 = О. В силу линейной независи­
мости фокусов формы <о"и тоже независимы. Мы примем их за ба­
зисные. введя для них обозначения

В тако.м случае мы будем иметь следующие пфаффовы уравне- 
н и я .*

ш^+> = = 0, и>^=д{ш-/ (/=м; /. )— 1................................ (2)

и>^+< =а^®^ (А = 2т 4֊ 1, . . п 4- I). (3)

2. Предположим, что п^Зт — 1. Из (1) к (3) находим
4Ат+1 = ш*+< А* ф <+*Ат+* 4- Л» .

Ранг матрицы || ар || равен т -в противном случае п<^3т — 1. Поэ­
тому точки </(лАл линейно независимы. Поместим вершины А2я,+< ре­
пера в эти точки: А>,.н=а* Ад. Тогда
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а^=^+г (4)

Уравнения (3) и (4) дают 
ш2т+/ = ։1,1 и? + (= О (X = Зт 4֊ 1.............п 4- 1). (5)

Продолжение уравнений (2) и (5) дает
-«/>' + "/Г7’ “’Х1{ = <>'• Ч«+< = 

1"< 2и*т+‘ + = а1Г ’ Ч”'’ "’т +{ = + «(Г+/и)4 (6)

(1Ь\ 4֊ <и' — смш;О — V Л*&Л»Л =(7/ш' Л/<1>\I • 1՝ / ։ ***+/ 14 «Г 1 •/Ь-г!,}

ас» ; с'(ш' 2ф«+{ ">ХХ/) + и,7т+Л = С>' ՛ аь^' 7 1

Здесь и в дальнейшем по малым латинским индексам (. /. £ 
суммирование производится лишь в том случае, если стоит знак суммы, 

3. Пусть задана другая псевдоконгруэнция £, принадлежащая 
пространству Рп Все выражения, относящиеся к £, мы будем обоз­
начать чертой сверху. Пусть репер, присоединенный к £, специали­
зирован так же. как и репер, связанный с £. Тогда имеют место 
уравнения (1). (2). (5). (6).

Пусть между плоскостями £ и £ установлено взаимнооднознач­
ное соответствие с Это соответствие называется проективным 
изгибанием второго порядка, если для каждой плоскости рт_1- £ 
существует коллинеация Ц‘.Рп—Рп такая, что

Л'М, . . . . Ат|,

. . . А„| =а\Ах . . . лот| 4- 9։|Л։ . . . А], (7)
№Р|Л։ . . . А/Я)=<Л|А1 . . . А„| + 2€МА . . . Аи| 4֊Н|А . . . Ат|.

В роботе (’) установлено, что Соответствие с может быть задано 
уравнениями

о?' = ։и'_
продолжение которых имеет вид

где ^ = ш°—ш*.

Коллинеация А՜, реализующая проективное изгибание второго 
порядка, определяется формулами (см. (’)): «

= КАт¥1 = ^+1А/ 4- (чАт

А А.<л,+4=V («*Ж+<А* 4֊ «!^։ • Ат ^.*) -гр/Агт г/,

КА.^^Ац, ). = 3/п4-1.......... «4-1.
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причем
Pl • • • pm = 1, p/p(* - p*r։*=

®Jm+\ 2’m+։=Pi^- (9)

4. Соответствие c՝.L-+L индуцирует соответствия c։: 
фокальных поверхностей /. и Назовем проективное изгибание 
второго порядка cz! -L, реализуемое кол шнеацией К, слабо син- 
гугярным (сингулярный) i-го роди, i фиксировано, если индуциро­
ванное им соответствие С[ будет проективным изгибание н первого 
(второго) порядка, реализуемым той же самой коллинеацией К.

Если указанное свойство выполняется при любом I. то изги­
бание с называется слабо сингулярным (сингулярным).

Теорема I. Проективное изгибание второго порядка c՝.L -~L 
слабо сингулярно.

В самом деле, из (1), (1). (2), (2) находим, что

<М/=«»'ДН 
к

Из (10), (10) и (18) с учетом (9) находим, что

Л'Д։ = р/Д/, KiiA^^jdAi ^iAl,

(10)

(ID
где
* вг=֊И+<“Ч4-г

Равенства (11) означают, что коллинеация А՜, реализующая про­
ективное изгибание второго порядка / н 7, реализует проективное 
йзгрбанне первого порядка любой пары фокальных поверхностей (Я/) и 
(Л/). Таким образом, проективное изгибание второго порядка с:£ —/. 
слабо сингулярно.
I 5. Найдем теперь условия сингулярности проективного изгиба­
ния второго порядка.
I Для того, чтобы соответствие С/: (.4,) -(А;) было проективным 
изгибанием второго порядка, необходимо и достаточно, чтобы выпол­
нялись соотношения (II) и

КеЕА, = (1А,- + 2» td Ai + Н/Л/. (13)

де н, определяется из (12), а некоторая форма. 
Из (10), (.5) и (8) находим:

(FA{ = ( - - - )Д/ + v |о>*[2а*^ 4- - **(<»* ֊ - 2«»}) 4-
ktl

-I V 4- А»с/ш» - о‘(^;’| ,-Ь 4- |rfu>' 4 ю'И ■+• «*:+;)! Ат ., 4֊ 
/г/Л
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Подставим (141 и (14) в (13) и используем (8). В полученном равен 
стве коэффициенты при А^,. 1я4.|։ А,„ * (4 <) будут тождественно 
равны нулю в силу (9). приравнивание нулю коэффициента при Л, 

дает возможность определить форму Н/, наконец, приравнивание нулю 
коэффициента при А» даст

<+1 = “ <№,+* = °֊ *

= °’ * /-

+ ь12‘т^ = 0.

(15)

(16)

Равенства (15) дают возможность определить коэффициенты 
։*„+<. т с- показывают, что наиболее общая коллинеация А', реали­
зующая проективное изгибание второго порядка псевдоконгруэнций 
( и £ не реализует сингулярного изгибания г-го рода.

Соотношения же (16). как легко видеть, есть дифференциаль­
ные следствия равенств .

Отсюда вытекает следующее утверждение.
Теорема 2. Для того, чтобы проективное, изгибание второ­

го поряока с:/. -/ было сингулярны и 1-го рода (сингулярным), не­
обходимо и достаточно, чтобы коэффициенты при фиксиро­
ванном I (при любом I) коллинеации /(, реа газующей изгибание с, 
определялись по формулам (15).

6. Преобразованием Лапласа псевдоконгруэицнй £ в направлении 
соответствующем направлению ш* ((г /), будет псевдоконгруэнция 

£*. описываемая плоскостями (см. (а))

(1*т—։ ); |А։ . • . А*—1-4։+։ . . . АГлАт / ]•

С помощью (8) находим, что

А | А։ . . . А^_। А». । . , АтАд,^./1 — | А։ . . . А* > А*+1 . . . АтАт+, |.
(17)

Равенства (8). (9), (15), (16) позволят доказать, что

А с/1А ։ , А*_|Ад41 . , . А т) А тл/ ] — —— | А । . . . А А +1 . .. Ащ А^* <| 4-
Р»

т • • • А*_։А$.ц . . . АтАт+| ]. (18)

Заметим, что из (18) вытекает (15). Выполнение соотношений (1՜) и 
(18) означает, что псевдоконгруэннин /.* н £* проективно наложимы 
с порядком наложения один. Доказана
Теорема 3. Для того, чтобы проективное изгибание второго 
поряока с:К >1. было сингулярным 1-го рода (сингулярным), необ- 
хооимо и достаточно, чтобы индуцированные им соответствии
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при фиксированном I и всех Ь-1 (при вюбых (, Ь=&1) 
были проективными изгибаниями первого порядка.

Отметим, что сингулярное проективное изгнбяяие второго по­
рядка не влечет проективного изгибания второго порядка
преобразований Лапласа Д* н X.*.

7. Пусть теперь /»<3/п ֊1. п=2т-1 +з, з=0, I. . . /п-1. В
этом случае средн точек о/Лд линейно независимых будет о. Сов­
местим с ними точки А1„ .г, г=1.......... з. Тогда а;'Лл ' Л7в,+ Г,
т. е.

и7т+г = аг«+г 02» + .=о (х=зх |............ «4֊ I — 2т)

В этом случае, если с: Х.—Х.—проективное изгибание второго 
порядка, то £.с^эж-1+։ . Коллинеация К. реализующая такое изгиба­
ние, имеет вид:

р/Л/, А Лл1-«-« |Л/"-р/Лш+1, (19)

* г՜

причем
»

Р1 . . . рт=1. Л*рА = й‘рй Р/С»-р*С*==У
Г-

9(*' Л;,л + '

Л2т + гам + * (00)

С помощью равенств (19) и (20) можно доказать теоремы, ана­
логичные теоремам 1, 2, 3. При этом вместо соотношений (15) будем 
и м еть

в?т + ՜ в2м+» “ аиР* (21)

Здесь возникает вопрос о совместности уравнений (20) и (21). 
Совместность уравнений (20) следует из результатов работы (’), где 
доказана теорема существования псевдоконгруэнцни с заданным про­
ективным линейным элементом в пространстве . сохранение
которого необходимо и достаточно для проективного изгибании вто­
рого порядка /. и В нашем случае условия (20) лают равенство 
проективных линейных элементов X. и I.

Что касается условий (21), то в них содержится т(т — 1) урав­
нений с ат неизвестными а)т+_. При * — 0 они га дут соотношения, 
являющиеся дифференциальными следствиями (20). При я —ш -1 чис­
ло уравнений будет равно числу неизвестных, и вообще говоря, в 
этом случае система (21) позволил определить ’*т+т. не дав никаких 
условий совместности.

При 0<а<т —I в системе (21) число уравнений будет больше 
числа неизвестных а* . и она. вообще говоря, несовместна
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Поэтому теоремы 2иЗ верны лишь при з=0 и з=т — 1.
В заключение отметим, что сингулярное проективное нзгибанж 

псевдоконгруэнцнй прямых в пространстве Р3 изучалось в (*), а н Р։ 
— в (5б). Это соответствует разобранному нами н п, 7 случаи! 
п<3т— 1, д=2/п—1 | з, причем т=2, а з=0 для Р) и о=1 дли р։ 
т. е. как раз двум возможным случаям совместности системы (21) 
о которых только что говорилось.

Всесоюзный заочным
финансово-экономический институт

Լ. Դ. ՊԻնՈԻԼհՎԱ
|(1Ա(|մաչԱ|փ 11|ГП յԼկւոիվ ЩШГ111 ծոI թյուքւներււ ւմ 1|Ա1)ր |»шр |1|ժւք||.|փ ||ни||)Г1 

ֆււ1|Ա1| ս|uերլոկոGqrи ւ1(ն<||ւաներ |ւ սփնզւււլյար ււյրււ |M|in|n| Л и ման մասին

Բո ե Ց» տարածությունների * ա րքք ո < /9 / ո էնն ե ր ի /. ե Լ սլ ս եդո կոն դրու 
Լնցիաների երկրորդ կարդի պրոյեկտիվ ծոումր կոչվում Լ թոլյ( սինդույյար 
կամ սին դուլ յար է եթե այդպիսի ծռումն իրականէքնոդ կո էՒՆ,լ ասի ան է) խս 
ժամանակ առաջացնում Լ I ե I ֆոկալ մակերևույթների առաջին կամ երկ 
րորդ կարդի ւդրո յեկսւիվ ծռումէ

Ապացուցված Լէ որ երկրորդ կարդի պրո յեկտիվ ծոումր միշտ թույլ սին- 
դուլյար Լ և դտնված են նրա սին դուլ յար լինելու ան հրաժեշտ և րտվարար 
պայմանները։ 11"հ>Հ$Ո1---1 ե 2Ոէ---- 1 /1 3#?--  1 դեպրերի համ ար ու սու մ
նասի րոէ [ժ լանր կատարվում է աոանձին:

Л И Т Е Р Л Т У Р А — Դ Ր IL Կ Ա Ն II Ի Я H fl b b
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