
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻ^ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴհՍԻԱՅԻ ԱԵԿՈհՅՅՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

1975

УДК 519 I

МАТЕМАТИКА

С. Е. Млркскян

Совершенные н критические графы

IПриставлено академиком ЛИ Армянской ССР С. Н Мергсляном 24/111 1975)

Граф (/ — (.V. О) называется совершенным, если для каждого 
подграфа С графа О хроматическое число ;(О') равно плотности 
?(О ): ,(б/ ) ;(О').

Следуя Олару (։) клнкоматическпм числом о(О) графа О назо­
вем минимальное число полных подграфов. с помощью которых мож­
но покрыть все вершины графа О. Пусть а((7)—число внешней устой­
чивости графа (}. Очевидно з(0)>։(0) для произвольного графа. Ска­
жем. граф О’ имеет ։—покрытие, если о(О) = а(О).

Нечетной дыркой в графе 6՞ назовем нечетный цикл без диаго­
налей. Относительно совершенных графов Берж (։) выдвинул следу­
ющие две гипотезы: • I
первая гипотеза Дополнение совершенного графа совершенный граф. 
вторая(снльная) гипотеза-Если граф и его юполнение не содержат 
нечетных дырок, то он совершенный. I

Допас (’» получил результат, из которого непосредственно сле­
дует вторая гипотеза, а именно: 1

граф а (А', и) является совершенным тогда и только тогда, 
когда для любого подграфа О'=(\". 6") графа О, а(О') • ?(О') |Х |.

Вторая гипотеза пока еще не решена. Так как условие этой 
гипотезы: не содержание нечетных дырок, наследственное свойство 
(свойство называется наследственным, если из того, что граф имеет 
данное свойство следует, что любой подграф имеет данное свойство), 
то очевидно сильная гипотеза равносильна следующей:

Если граф и его дополнение не содержат нечетных дырок, то 
он имеет з-покрытне. |

Класс совершенных графов является подклассом класса графов, 
имеющих з-покрытие, и второй класс существенно шире. Ниже оп­
ределим несколько понятий, с помощью которых будем изучать грн* 
фы. не имеющие нечетных дырок, совершенные и критические графы 
и графы, имеющие 1 —покрытие. |
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Ребро и —(Л, у) в графе О«=(Л’. ^назовем 
«(Оч« ) >։(О). Пусть граф О имеет ։- покрытие, 
зовем существенным, если при любом а покрытии 
лежит какому-нибудь полному подграфу

критическим, если 
тогда ребро и на- 

ребро и прннад-

Если граф имеет «-покрытие, то тогда критическое ребро в То 
же время является существенным, но обратное неверно. Последнее 
легко проверить па пятиугольнике с одной диагональю. Диагональ бу­
дет существенным, но не критическим ребром. Произвольный граф 
С назовем критическим, если любое ребро этого графа критическое 
Например, пятиугольник или полный граф являются критическим

Возьмем произвольный граф О = (Х, и) и с помощью только 
критических ребер составим компоненты связности О = (Л'. С > 
(7,=(Х։, ^/а), • • • , С/|Г=(Л<, суграфа О =(Л". £՛ ), где I " мно­
жество критических ребер графа (}. Подграфы О'։ (А՜,, Ц) О' 
= (^1» • 6*= графа О назовем критическими ком­
понентами. В графе О’ не все ребра критической компоненты могут 
быть критическими. Возьмем как пример опять пятиуголник с одной 
диагональю. Треугольник будет одной критической компонентой, но 
диагональ не будет критическим ребром.

Произвольный граф разбивается на критические компоненты
Может случиться так. что каждая компонента будет состоять 

из одной вершины (если граф не имеет критических ребер), например, 
простои цикл четной длины. Интересен тот факт, чго граф может и ■ 
иметь критических ребер, но иметь существенны, ребра

Построим такой пример. Для этого воспользуемся тем, что супц е, 
вуют графы с данной плотностью и с данным хроматическим числом 
Когда «(б) = 2, 1(О)=4 таким графом является граф Мцце.льского 
Кроме того, этот граф обладает следующим свойством: при добавлении 
любого ребра плотность увеличивается (возникают треугольники) Вон. 
мем но одному экземпляру графов Ммцельского и полного пятнвершин 
ника, добавим две вершины х и у Соединим вершины л и ։/ со всеми 
вершинами графа АЬтцельского (рис I). Хроматическое число получен­
ного графа равно пяти и добавление любого ребра плотность не увели 
чнвает. При любой минимальной раскраске вершины х и у раскрашива­
ются одним цветом

Дополнение полученного графа(рис. 2) будет тем примером, ко­
торый мы хотели построить. Ребро и = (х. у) будет существенным

Особый интерес представляют критические графы, когда з(17)= 
= «(0), в(О) = а(О) I. в связи с изучением совершенных графов.

Ниже опишем процедуру, которая в некоторой степени выявляет 
структуре графов, имеющих «-покрытие.

Пусть граф О имеет « покрытие. Тогда критические компонен­
ты 0։, О'„ • • • О* графа О должны быть полными, так как крити­
ческое ребро одновременно является и существенным. Если дш кри 
тическне компоненты 6', и 0«. I. т</г. содержат соответствен­
но такие две вершины х, и х„, которые в графе С/ не смежны, то
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очевидно множество ребер, соединяющих вершины 6/ и От можно 
удалить из графа, при этом не нарушится наличие а-покрытия.

Действительно, При любом а-покрытии все вершины одной 
критической компоненты должны принадлежать одному и тому же 
полному подграфу а-покрытия. Полные подграфы, содержащие (7/ и 
6<77, не могут совпадать, так как вершины х и у не смежны. Значит 
ребра, соединяющие вершины (7/ с вершинами От. не могут принад­
лежать никакому полному подграфу при любом а-покрытии и все 
такие ребра можно удалить из графа О не нарушая наличия а-пок­
рытия. Полученный граф обозначим через О'. Так как О' имеет я- 
покрытие, то опять можно выбрать две критические компоненты гра­
фа (7', От. которые содержат несмежные вершины х\ и х'т и уда­
лить все ребра между этими компонентами, получим граф О2 и т. д.

Рис. 1

Рис. 2
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Описанный процесс повторяем до тех пор. пока не получим 
такой граф О’, в котором любые две вершины х* и соответству­
ющих компонент О) и 0^, I т, I, т=\, 2, . . . смежны или ни­
какие две вершины из этих компонент нс смежны. Итак, граф О’ 
получается из исходного графа О с помощью повторений следующих 
двух шагов.

1 . Составление критических компонент и переход к 2 , если 
еще не получен граф О’.

2°. Удаление множества ребер между двумя компонентами, ко­
торые вместе не составляют полный подграф и переход к 1 ' 
Вместо графа О’, можно рассмотреть граф О11р, вершинами которого 
являются критические компоненты графа О’, и две вершины О;. О' 
смежны в О„р, если они смежны в графе О’. Граф Опр назовем гри- 
веденным графом графа О.

I еперь легко убедиться в справедливости следующего утверж­
дения.

Теорема I. Если критические компоненты в О’ полные, то 
граф О имеет ^.-покрытие тогда и только тогда, когда граф Опр 
имеет ч-покрытие.

Теорема 1 показывает, что при изучении графов, имеющих а -по­
крытие, можно ограничиться приведенными графами. В связи с этим 
интересен следующий вопрос: содержит ли приведенный граф сущест­
венные дуги?

При отрицательном ответе можно предложить Зг шаг вышеопи­
санного процесса.

3". В приведенном графе Опр выбрать произвольное ребро и уда­
лить его, после чего перейти к Г.

К сожалению, можно привести пример приведенного графа, кото­
рый содержит существенное ребро. Граф, изображенный на рис. 2 при­
веденный и м = (х, у)—единственное существенное ребро. Несмотря на 
положительный ответ на данный вопрос для графов, имеющих «-по­

крытие, кажется верным следующее утверждение. Приведенные графы 
совершенных графов не содержат существенных дуг. Было бы интерес­
но выяснить этот вопрос. Из правильности сильной гипотезы Бсржа 
непосредственно следует: если граф и его дополнение не содержат 
нечетных дырок, то его критические компоненты являются полными 
подграфами.

Очевидно, что последнее утверждение является более слабой ги­
потезой, чем сильная гипотеза и вполне естественно сначала попробо­
вать решить эту «слабую» гипотезу. Пока удалось доказать правиль­
ность этой гипотезы для частного случая.

Т е о р е м а 2. Пусть граф (} не содержит нечетных дырок.
Если два различных ребра и (х, у) и т>=(у, г) критические, 

то в графе й существует ребро ш = (х, г).
Для доказателвства этой теоремы, докажем одну простую лемму.
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.Пусть в произвольном графе /. имеем два наибольших внутри 
не устойчивых множества 5 и Г. Рассмотрим подграф поре* 
ленный множеством вершин .V и Г. Обозначим компоненты связности 
подграфа /аг через /,5Г, , • • • . Г

Лем ч а. Р любой компоненте 1.\г, <=], 2, • • • число верщцн 
принадлежащих иножестеу 5 и множеству Т, равно:

1ЦгЛ$ЫЦгЛГ|. 1 = 1, 2,- ■ •

Доказательство леммы. Если в некоторой /-ой компо­
ненте |РЧ7Л֊$|>|/'.ГГ)Л. то образовав множество

Г=|Г (ЛгЛЛ|и(Лгп$),

мы получим новое внутренне устойчивое множество, число вершин 
которого больше 2(7.1, лемма доказана.

Доказательство теоремы. Так как ребро и критическое, 
то после его удаления в графе О' возникает внутренне устойчивое 
множество с о(6) I элементами, содержащее вершины х и у Это 
означает, что в графе (7 существует 8Н внутренне устойчивое мно­
жество с 2((7) I элементами, которые вместе с вершинами х или у 
образуют внутренне устойчигое множество с а((7) элементами. Точно 
также существует внутренне устойчивое множество 5\,-

Обозначим через <

5. =|.г|и$м, 5ж=|г и5с,.

Пусть (7ХХ подграф графа О. порожденный множеством вершин 
5,. = 5\и5х. а <7л. и </-. компоненты связности этого подграфа, со­
держащие соответственно вершины х и г.

Покажем, что компоненты О и О՝2 совпадают.
Если О,, и СТ2. не пересекаются, то в силу доказанной леммы

|О^=|«?„П5,|. <=1, 2. • • • .

Рассмотрим множество

5у=(5гпО,Ди(5хпО^)и|у|.

Ойо внутренне устойчиво и содержит а((7)4֊1 элементов 
Значит а . и О-’. совпадают, т. е. вершины х и г принадлежат од- 
ной и той же компоненте. В подграфе Охж возьмем кратчайшую цепь 
Р(х,г), соединяющую вершины х и г. Легко убедиться, что Р(л,х1 
вместе с ребрами // и V составляет простой нечетный цикл и в граф» 
О этот цикл не имеет диагоналей. Так как граф О не содержит не­
четных дырок, то отсюда следует, что Р(х,х) представляет собой 
одно ребро Р(х,х)=(х,г)=«. мН
Теорема доказана.
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Цепь назовем критической, если все ребра критические
Следствие 1 Слабая гипотеза верна, если в каждой кри тической 

компоненте графа О между любыми двумя вершина ми суще, гнует 
критическая цепь длины не больше двух

Следе г в не 2 Критический связный граф, не содержащий нечетных 
дырок, является полным. Если критический граф не связный, то он 
является объединением полных графов,

Следствие 3. Если связный критический гриф имеет I -покрытие то 
он полный.

Все следствия непосредственно вытекают из теоремы 2.
Если связный критический граф совершенный, то из слслсшпи 1 

вытекает, что он полный. Следствия 2 и 3 описываю* критнчгч ьнс |р, 
фы, когда они не содержат нечетных дырок они имеют ։ покрытие.

Ереванский научио-нселсдопатмьскнА институт 
математических машин

II. I» ՄԱՐ՚աււՏԱՆ
հատէսրյսւլ և կր|«in|։ 1|»«։ կ• սն զրսւֆէւԼր

ածում տրված Լ կրիտիկական գրաֆի գագափարր և նրա օւ/նու 
թ/ամր ուսումնասիրված Լ կատարյալ գրաֆների որոշ Հատկութ յուններւ Նկա­
րագրված I կրիտիկական գրաֆների գասր 1 — ծածկո։ լթ ունեցող գրաֆների 
“ամս/րւ Գտնված է անհրաժեշտ և րավարար պայման > — ծածկույթի գոյա 

թրսՆ Համար րերված գրաֆն երի օգնոէթ յամր։ ‘ձևակերպված է (՝երմի ո։ժեգ 
հիպոթ եգից րխոդ հետևյալ պնգՈէմր' եթե գրաֆր և նրա յրացումր չեն պսէրոէ* 
նակոէմ կենտ ցիկյեր աոանց անկյունագծերի, ապա նրանց կրիտիկակաԿ 
կոմպոնենտներր յրիվ են։ Ապացուցված է հետևյալ փաստը եթե կրիտիկա, 
կան կոմ պոնենտի մ եք կամայական երկու գագաթների միք և գոյոէթյոէ՚ե Ոէեի 
Հ 2 երկարոլթյամր կրիտիկական յգթա» ապա այգ կոմպոնենտը էրիվ
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