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1. Пусть на интервале /=(д, Ь) (—о֊ а b 4֊°®) заданы 
неубывающая функция Л1(х) и функция Q(x) разность двух неубы­
вающих. Обозначим через D=D\t(J множество функции /(х) (а<х<^Л) 
таких, что 1) /(х) абсолютно непрерывна на /=(а, Ь), 2) в каждой 
точке х£(а,Ь) существует правая производная f+(x), 3) функция

м '0
/՛ >(л) = /- (л)-J/(s)rfQ(s) 

* । О
(д<х<6).

где /г £/ — фиксированная точка, —абсолютно непрерывна. Для 
/(х)£О.М0 при М— почти всех х / имеет смысл дифференциальное 
выражение

/.««I /I=/««I ли։ - - ֊ - /«‘(х). 
dM (х)

(2)

где производная по отношению к /М(а) понимается как симметрич­
ная производная/ Для дифференциального выражения Z.mq[ • | левый 
(правый) конец интервала / называют регулярным, если ограни­
чены снизу (сверху) множество Fw точек роста функции Af(.t) и мно­
жество ее значении, a Q(x) имеет ограниченное изменение в правой 
(левой) окрестности точки а0 = Inf A(60 = sup Г.м), В противном слу­
чае этот конец называют с и и г ул я р н ы м. ■

• В нашей работе ((’), § 7) дифференциальное выражение / м$| • I вводилось 
н в случаях, копа /=|а, Ь), / [д, 6|, / = (и, Ь]. где включение д(/ (/>(/) допуска­
лось лишь при а> со (Ь < ~ х ). В *тих случаях /.чо| • | рассматривалось нл 
.продленных функциях" (в случае, когда (?(л-)=есопа(, сы. (*)). Однако уже в (’) при­
водилось построение, приводившее все чти случаи к рассматриваемому здесь случаю 
с /=(д. Ь) ((՝) стр 216, 182—|КЗ). Впервые дифференциальное выражение 1мр I ։1 
было введено в нашей работе Р).



Функции» н(х) считаем решением дифференциального уравне­
ния /.м<?|у| = ?(х) («<х Л), если ц(х)£О.ир и равенство /н<?|м|(х)֊ 
= ?(х) имеет место ЛЬпочти всюду ни («, /»). Нетрудно убедиться, 
что дифференциальное уравнение

/цу|у| -/у =0 (о<х<й) (3)

с параметром > в том частном случае, когда Л4(х) и (Дх) абсолютно 
непрерывны, равносильно нагруженному уравнении» Штурма Лиувилля

-у"+</(*)У  ^(-*)У=0  (4|
где р(л) = ЛГ(л)О0). <Дх) ={/’(л) почти всюду на /.

Обобщенное дифференциальное уравнение (3) обладает многими 
свойствами, аналогичными свойствам уравнения (4) ((’). стр. 216, §2) 
В частности, задача Коши с уравнением (3) и условиями: у-(с) = /л, 
у(с) = л для любой фиксированной точки г С- / и любых фиксирован­
ных комплексных >. т. п имеет решенне, причем единственное (.—՛ 
символ левой производной по переменной х).

Дифференциальное выражение /| • ] ?м</| • | формально само-
сопряженно по отношению к И-мерс. т. е. для любых «, 3£/ и /"(х), 
Я(х) £ О имеет место .тождество Лагранжа*

А+0

х)ц(х) /(х)/|а'|(л))г/Л1(х) |/(х)кДх) /+(х)#(х)| (5)
«+о

2. Пусть II гильбертово пространство Л1 измеримых
функций, имеющих М—суммируемый квадрат. Точнее говоря, эле­
мент 1£Н—это семейство .изображающих этот элемент*  функций 
/(х)^£^(/), попарно совпадающих ЛЬпочтн всюду на /; для них мы 
пишем /<л)О Говоря, что /(х) принадлежит множеству V. где 1’СН 
или записывая ./(д՜)£ V՛", подразумеваем, что существует изображае­
мый функцией /(х) элемент Г. Через II обозначаем множество 

таких, что существует /(х)£։, равная нулю в окрестностях син­
гулярных концов интервала / (если оба конца регулярны, Н — Н.

Будем говорить, что функция /(х)*;11  разложима по собст­
венным функциям дифференциального выражения Лм<?| • |. если 
существует неубывающая функция */(')  (—гю<». <-ф<х») и функция 
уДх, X) (х£ /. —пс Х<-4 то). которая при любом фиксированном 
X является собственной функцией этого выражения, т. е. решением 
уравнения (3). а при любом фиксированном х£/ В измерима н ло­
кально ограничена, такие, что

»~(1

/(д*) = Иш 
и- • 
’ • + "

'У*А'У (6)
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где интеграл как функция переменно!! х при любых р, *£( —<», 4֊оо) 
принадлежит Н. а предел понимается н смысле метрики пространства 
Н Будем говорить, что система собственных функций дифференциаль­
ного выражения /ио| • | полна в пространстве Н. если любая функ­
ция /(х)£Н разложима по его собственным функциям.

• Гильбертово прост ране ։о =», 4-со) нектор-фтнкцнй впервые бым»

построено в нашей работе (*) (см. также (5). § 1 н (•). п. 86).

Зафиксируем некоторук» точку с£/. Обозначим через «։(х, X) и 
«։(х, >•) решения уравнения (3) такие, что т/։(с,).) = и^(с, ).)=!, 
иГ(с. *)=««(<*,  М=0.

Эрмитово-неубывающую матрицу матрицу-функцию 5( X ) = 

= Ы>)Г„ , (-«»<К<4 «•՝; 5(/)=-֊(5 0- 0) ф 5(>.0), 5(0) = 0) 

называют спектральной матрицей-функцией дифференциального выра­
жения | • |, соответствующей точке а=с, если отображение 
С'П-Гр). где 1£Н՞. а Л(/)-вектор-функция (Г։(Х), ^։(Х)) (-е»о< 
<>֊<+оо), определяемая равенствами

Г/ (') = (-*. 1 к/'Цл)
/

(/=1.2; (7)

изометрически переводит И” в гильбертово пространство ££*( —оо։ 
<зо)“. Спектральная матрица функция 5(>) называется ортого­

нальной, если //Н =£$?*(-  ео, 4 оо)*.
I (аличие соответствующей точке с£1 спектральной матрицы- 

функции дифференциального выражения I | • | влечет за собой 
полноту в Н системы его собственных функций.

3. В том частном случае, когда функции /И(х) и (Да) абсолют­
но непрерывны и ЛГ(х)>0 и. в. на / (т. е„, когда уравнение (3) эк­
вивалентно уравнению (4) с вещественными локально суммируемыми 
фг)>() и д(х), как хорошо известно, для любой точки с£ / сущест­
вует хотя бы одна соответствующая ей ортогональная спектральная 
матрица-функция и. следовательно, система собственых функций пол­
на в Н. Как оказалось, в общем случае нельзя утверждать полнот» 
в Н системы собственных функций дифференциального выражения 
/ч<?| • |.

Если |я. ЭД С/. то через л.?(л) (а х ЭД обозначаем функцию, 
которая абсолютно непрерывна на |». ЭД, имеет в каждой точке 
х £ |я. ЭД правую производную А+(х) и такую, что А^(։)=0,

ЛЧ-0
А, (а) (л (5)^(5) 1(а^Л<ЭД 

«+О
(8)
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Существует единственная функция, обладающая у казанными свойства­
ми (в случае, когда С?(ж) абсолютно непрерывна, й,,(д)֊ решение за­
дачи Коши: у* —0(л)у = о (։<л 3). у(а)=0, у+(։)= I—в классе 
функций, абсолютно непрерывных на |х, 3| вместе с производной).

■ * Обычно (см., например, (’ ,0)) при докалатсльстве полноты требуют, чтобы в
уравнении (4) функции р(л) ин на каком интервале не обращалась в нуль в. в., либо 
рассматривают уравнения, равносильные (4) с р(.т)>0 Исключение составляет моно­
графия (п) Ф Аткинсона. Однако, допустив наличие таких интервалов, автор тре­
бует в (и) равенства нулю на этих интервалах функции ^(.с) и налагает еще одно 
трудно проверяемое условие (С1)- гл VIII)

Интервал |а, с: / называем Л1р -сильно искажающим, 
если 1) ЛН1-0)<Л1(а , 0) = .И(?-0)<Л!(Н<•). 2) М?) = 0. Заметим, 
что второе требование не может выполняться, если р(х) не убывает 
на (а, £).

Теорема I. Система собственных функций оифференциаль- 
кого выражения /,му| • | в том и только том случае полна в И, 
когда отсутствуют М<2 сильно искажающие интервалы; в этом 
случае для любой точки с£/ существует хотя бы одна соответ­
ствующая ей ортогональная спектральная матрица-функция 
дифференциального выражения /ио[ • |-

Из этой теоремы вытекает, что в случае абсолютной непрерыв­
ности функций Л1(х) и Р(х), требование положительности ЛГ(зс) для 
существования спектральных матриц-функций и для полноты в Н 
системы собственных функций излишне' (уже непрерывность функ­
ции М(х) влечет отсутствие Л1<?-снльно искажающих интервалов).

Поясним причину неполноты системы собственных функций при 
наличии Л1р -сильно искажающих интервалов. В работе (“), где 
была вскрыта особая роль .Ир— сильно искажающих интервалов, 
(они были введены еще в работе (”)), А1Р сильно искажающему интер­
валу |х, 3| ставилась в соответствие функция и,.(х). равная нулю 
всюду на / за исключением точек а и где ««$(«) =—1//им{«|, 
и,,(3) =Л~(р)//л ц(^) (лг.иИЬ А7 мера точки -,), и изображаемый ею 
элемент и»у. Там, с помощью тождества (5) установлено (('•), лемма 
2). что для любой функции /(х}^Ии9 и любого .Мр-сильно иска­
жающего интервала |х,

р/. (д)/(а)</А1(а) 0 (/(•՝ )£ (9)

что равносильно равенству: /(®) =/(?)А1,(3). Очевидно последнему 
Соотношению удовлетворяет любая функция /(а՛). представимая в ви­
де интеграла из (6). а. т. к. 41-меры точек а и 3 Л1Р-сильно искажа­
ющего интервала [«, ?| положительны, то ему должна удовлетворять 
любая функция /(л-)£Н. разложимая по собственным функциям.

Итак, если /(л֊)£Н разложима по собственным функциям диф-
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ференцнальпого выражения /»к?| • |. то /(х) принадлежит множеству 
II тех элементов из Н. которые ортогональны ко всем элементам 
и -, соответствующим Нр-снльно искажающим интервалам (при от­
сутствии последних Н = Н н этот факт тривиален). Если имеется 
хотя бы один сильно искажающий интервал |а. £|, то II -Н 
ибо || и. || н -- 0; отсюда вытекает неполнота в Н системы собствен­
ных функций дифференциального выражения /м<?| • |. Попутно уста­
новлена часть теоремы 2, обобщающей теорему 1. В (’*)  построен 
пример, где НХ = |А|, а Н бесконечномерно. ,

Обобщенном понятия спектральной матрицы-функции является 
понятие квази спектральной матрипы-функиии. Определения 
квазнспеигральной матрицы-функции и ортогональной квазиспектраль- 
ноп матрицы-функции получаются из приведенных выше определении 
ст игральной и ортогональной спектральной матрицы-функции заме 

ний н них множества Н'' на множество Н тех элементов ։^НХ, ко- 
торьк изображаются функциями /(х) такими, что сходятся интегралы 
в (7) при любом вещественном К. |

Из наличия квазиспектральной матрицы-функции вытекает раз­
ложимость по собственным функциям дифференциального выражения 
I чу| ■ | любой функции /(х)£Н£. Имеет место

Теорема 2. Какова бы ни была точки с£/. существует хотя 
бы иона соответствующая ей ортогональная квазиспектральнач 
матрица-функция дифференциального выражения /,ио| • | и, следо­
вательно, по собственным функциям этого дифференциального 
выражения разложимы те и только те /(х) (- Н, которые принад­
лежат Н .. I

4. Приведем идею доказательства теорем I и 2. По аналогии с 
тем, как это делается, например, в (и) ((м), § 17) строим оператор, 
порождаемый в И дифференциальным выражением /»<<>[ ■ |.

Элемент I И относим к множеству если существует функ­
ция /(х)£1 такая, что 11 /(х) £ £>му, 2) /'(х)=() вне некоторого сег­
мента |«/. ЬД ’"(а. Ь), 3) I нр|/|(л)£Н; при этом полагаем, что функ­
ция /ч0|/|(х) изображает элемент Н.

Несмотря на полную аналогию с (’*)*  так построенное бинарное 
отношение £„ не всегда является оператором (т. е. не всегда од­
нозначно определяется элементом I По). Оказывается (это устанав­
ливается с помощью рассуждений из (,л)) оно в том и только в том 
случае является оператором, когда отсутствуют МС}—сильно иска­
жающие интервалы. 14 этом случае, как это вытекает из (5), эр­
митов в II оператор Доказательство существования спектральной 
матрицы-функции при условии теоремы 1 проводится путем приме­
нения метода направляющих функционалов М. Г. Крейна (|։) к опе­
ратору И
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В том случае, когда имеются Л/р-снльпо искажающие интерва­
лы для любого I £ О„ одно и только одно значение /.01 принадлежит 
Нх (это устанавливается с помощью рассуждении, проведенных в 
нашей работе (* ’)). Положим ранным указанному значению I. 
этим определим оператор с областью задания Ц, = £у. Как явствует 
из (9), О01сНр Гаким образом, /.0 —действующий в Н оператор. 
Он эрмитов. Существование квазнспектральной матрицы-функции до­
казывается с помощью применения метода направляющих функцио­
налов к этому оператору.

Одесский техпологнческнп институт 
пищевой промышленности им. М В Ломоносов.»

I». и. мая

Երկրորր կարգի pl։i|Ku։Gгացւ|ած գիֆԼրԼնգիսւ| արտահայտության սԼփսւկսւև 
ֆունկցիաների ոշ-|րիւ|ու թյան մասին

Ստացված / անհրաժեշտ և բավարար պայման այն րանի, որպեսզի

d 
dM(x)

յր+0
У+(х)~ I y(s)dQ(s) -).y(x)=o (u<x<£)

Շտուրմ—Լիուվիլլիի րնղ պանրացված Հտվաստրման լուծումն երի սիստեմր լինի 
»։ ւո արած ու մեջ։ 1Լրւտեղ ((2, ե)-էոմ չնվաղող

ֆունկցիա է, (վ{Հ)~ր երկու մոնոտոն չնվազող ֆունկցիաների աարրերու- 
թ շուն է է Խ֊ն ֆիքսած կետ ք (<7։ Ե}~ից, 2 ~ն կոմպլեքս պարամետր է։ Աչ 
լրիվության դեպքում պարզվում է9 թե Է'((2, ԵՆ ի որ են թ ատարած ա թ շան

մեջ է այղ սիստեմր լրիվէ
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