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Контактным и смешанным задачам теории упругости для упругого 
бесконечного цилиндра посвящено большое число исследований. допа 
точно полная библиография которых содержится п книге (’). а такхи 
в работе (2). «Ч

В настоящей статье рассматривается контактная задача другог- 
типа, а именно осесимметричная задача о передаче кольцевой сосредо | 
точенной горизонтальной нагрузки от цилиндрической оболочк 
конечной длины к бесконечному упругому сплошному цилиндру Он՝ 
представляет аналог известной задачи о передаче нагрузки от стрннге 
ра к полубесконечной упругой пластинке, рассмотренной многими я в 
торами Здесь, как и в указанных работах, исходя из известны» । 
физических предположений (*•’) решение упомянутой задачи сводите ! 
к решению интегро-диффсренниатьного уравнения при определенны’ 
граничных условиях и с ядром, выражающимся суммой двух слага? 
мых первое из которых—сингулярная часть, представляет собой ядр՛ 1 
Коши, а второе регулярная часть, имеет квадратично суммнрхемы> , 
первые частные производные I

При помощи многочленов Чебышева первого рода строится точно? 
решение этого уравнения, содержащего в явном виде те особенное^՛, 
которые характеризуют напряженное состояние в окрестности копии I 
цилиндрической оболочки. I

1 Постановка задачи и вывод основного уравнения. Пусть беем՝ 
пенный упругий цилиндр радиуса г—а на конечной части своей повер» 
пости усилен приклеенным к нему упругим креплением в виде цилиндр*1 • 
ческой оболочки малой постоянной толщины Л. Требуется определит . 
закон распределения контактных напряжений вдоль поверхности с°։՝ , 
дннения упругой оболочки с цилиндром, когда на одном из торцов обН
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лички действует кольцевая осесимметричная горизонтальная нагрузка 
интенсивности р (рис. I). 1

Рис. 1

Как в работах (ГЛ*), будем предполагать, что вследствие малости 
толщины оболочки жесткость ее на изгиб пренебрежимо мала н поэтому 
можно пренебречь давлением оболочки на цилиндр, т е. считать, что 
оболочка находится в безмоментном одноосном напряженном состоя­
нии.

Рассмотрим равновесие части (—с,2) оболочки. По безмоментнон 
теории оболочек условие равновесия осесимметрично нагруженной 
цилиндрической оболочки в разбираемом случае выражается формулой

(1.1)

— Г

Здесь Л’г нормальное усилие, действующее а произвольном попе­
речном сечении оболочки, а "(г) — неизвестное тангенциальное нап­
ряжение, действующее на оболочку вдоль поверхности контакта ее с 
цилиндром и подлежащее определению. Отсюда для осевой ։ефор 
нации находим

где /:։ — модуль упругости материала оболочки, «М * перемещения 
точек оболочки вдоль ее оси.

С другой стороны, известно что функция влияния для унр)
Г01и бесконечного сплошною цилиндра имеет вид:

|(3—0^?(?)-1|? 4‘1 'ГАС?)

2кр
соз? — Ъ (I 3)

<1
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Здесь г) — перемещения точек поверхности цилиндра вдоль ецн 
г. когда в сечении .՝ 5 на поверхности цилиндра действует кольце­
вая сосредоточенная осесимметричная горизонтальная нагрузка еди­
ничной интенсивности; |» и ' соответственно коэффициенты .Чаме

и Пуассона для материала цилиндра; *А(г»)= /«(₽)
где /0(3) н /։(3)

модифицированные функции Бессели, соответственно нулевого и пер 
вого порядка.

Отметим, что формула (1.3) представляет собой обратное преобра 
зование Фурье и его следует трактовать в смысле теории обобщенных 
функций ("). Д

Преобразуем формулу (1.3). С этой целью пользуемся известными 
асимптотическими разложениями при больших значениях аргумента 
для функций Бесселя (|։). В результате получаем следующее асимп­
тотическое представление

ЦЗ-2*)2?(?)֊1]?֊4(1->)ЗД) С, С, С,
? ՛? (^оо)’ (1-4’

41 ч
где €, = 2(1-*), Са = (1-2*)2, С3= 16Л - 8*3 ֊ —* - —. (1.5)

4 8

Учитывая (1.4) формуле (1.3) можно придать вид

$ — £
а 2

|'||(3-2-)'2-(?) 1|?-4(1 - >Г-’։(?)
]| 3|3=(^(?)֊1)-2(1-')|
о • ֊֊
где С—некоторое постоянное.

£-£< С08?—
? । а

(1.6)

На основании последней формулы для осевой деформации г’-'М,-՜1 
точек поверхности цилиндра будем иметь

Лг 2г|1
о I

5 —г 2
С։ 51еп($-г) 

' С։ а

_1_Г| |(3—-)'֊*-(3) - 1|?-4(1-,)‘2։(?)
с, л ?|ЭД-1|֊2(1-.) 

п
— С։----- —— СО5։1

5—г
-------(73 -($)г7$ 

и

(1.7)

Отметим, что первый интеграл в (1.7) следует понимать в смысл։ 
главного значения по Коши. Д

Теперь заметим, что на поверхности соединения оболочки с «и 
линдром должно иметь место условие

И? = 0* при г—а, -с<2<с О*
или условие

166



е<п = в<« при г = а, с<г<с, (1
которое эквивалентно (1.8)

Пользуясь соотношением (1.2), (I 7) и условием (1.9). пол\чаем

<?(;) — ~т_։ У + Л. до)

-։ -I
Здесь введены безразмерные величины:

AV) =
о

|(3 -2v)L«O)-ip-4(l -)2։m 
mm п 2(i֊j (1.14)

Далее рассматривая равновесие оболочки, обнаруживаем, что 
должно выполняться условие:

?(֊1) = 0, <р(1) = 1- (1.15)
Таким образом, решение поставленной контактной задачи для упругого 
цилиндра с упругим креплением в виде цилиндрической оболочки ко­
нечной длины свелось к решению сингулярного интегро-днфференнп- 
алыюго уравнения (1.10) при граничных условиях (1.15).

Ядро этого уравнения состоит из двух слагаемых, первое из кото 
рих представляет собой ядро Коши, а второе на основании (14) име­
ет квадратично суммируемые на квадрате — 1^:, ъ 1 первые част­
ные производные.

2. Сведения разрешающего уравнения (1.10) к m конечной etten 
ищейных уравнений. Решение пнтегро-дифференипального урав-

ДОЦЙЯ (1.10) ищем в виде

•1е Л1(։) многочлены Чебышева первого рода. 
Будем иметь

?(() = i zn Г֊^=« -։<«<’ <22>
J У 1—$

Принимай во внимание граничные условия (1.15)» из последней форму-

Находим Zo =» —
I п

Далее важную роль будут играть известные соотношения i1 i
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(n= 1. 2.֊ • • )

( 1 aS < s£ Г)
(2.3|

где (Л-г (i) — многочлены Чебышева второго рода.
Подставляя выражение (2.1) и (2.2) в (1.10) и используя соотно­

шение (2.3). после некоторых элементарных выкладок приходим к <>.ч 
конечной системе уравнений относительно неизвестных коэффициентов

՛ I ।
л—1

где
V = !(<’> 4֊ Л'(Э) ат*П ^тп г /Х1И.Л’

0t при л = т ± 1

Km.t = 4> fflll 4֊ ( ֊ I)"-"! .
----------- 1 v------------- (----- . при n ± I
-։ |(n-M)»—1Ц(я+т)։—1

(A m.o ~h Лот֊|) ,

(2-4)

(2.5.1

(2.61

(2.7)

| 1 при m = 1
I 0 при m I

(2.6)

3. Исследование бесконечной системы (2.4) Исследование беско­
нечной системы (2.4) в случае только одного ядра А^,1’, содержится в 
работе (6). Здесь мы покажем, что добавление к этому Ярунового 
ядра |АД՜!,) “ „ 1 ,|е нарушает регулярности исходной бесконечной сис­
темы в смысле ее квазиполной регулярности.

Действительно, на основании свойств функции А'(О можем ши
сать

XJ,4= («, №1,2, • • •)

где
II ____ ____

Тогда будем иметь

Д'’2»ГП f Л R* п“"1 п
^т.п т - 1.2,

13.11

(3.21

(3.31

Теперь заметим, что коэффициенты |ЛгНП|^я.։ являются коэф 
фнииентамн Фурье квадратично суммируемой в квадрате !<’• 

т1<.1 функции ------ --------- по полной ортогональной системе

КЛ_|(«К/т_։(т,))“ я_,. Поэтому справедливо равенство Порсеваля
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V 

'П — I (3.4)

Откуда следует. что двойной ряд լл-1 Л 
л|, л сходится. По из-

вестноН теореме (14), тогда сходится и рилГД<“ < т

Следовательно, по крайней мере

не « малое положительное число. 
Далее

9 _ /~=—։— /~=----------т

“1 И1
т.п

(3.5)

(3 6)

(3.7)

»л- |

- I п I

ГП • . ,

2
т •

4 I

Принимая по внимание (3.6), имеем

Фт = О( ֊֊г

' т շ при (3.8)

что 11 доказывает высказанное выше утверждение о квазиполной регу- 
ляркости бесконечной системы.

Автор признателен академику АН Армянской ССР II ,\ .Арутю­
няну за постановку задачи и ценное обсуждение полученных резуль­
татов.
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И. Л. ՍԱՐԴ11ՏԱՆ
1*Ьн|| փ|||սան(|111|քբ ()1>Г91Н||пГ երկարության քարակ (||<111|Ш |խւ |И111|шЬр|н] 

է1ւնէ}երչ աոաօ^ակսւն հոծ «]|սւնին

քխ ա տ ա ե ր ո է •/ դիտարկվում Լ վերջավոր երկարության րարակ դյանային 
1'^ղաՆքյիրյ անվերջ աոաձդական դյտնին աոան յյրասիմ ետրի կ կենտրոնացված 
1 1<եկաձև րեէէի փոխանցման կոնտակտային խնղիրրէ

^ն^րի քՈէծումր րերվոէմ Լ ան Հա յա կոն տակտ ա յին լարումն արտա\արոոդ 
Ւո*ն կցխս յի նկատմամր սինցոպյար ինտեցրո^դիֆերենցիաւ հավասարման 
րսծմ անրւ

Յւ-րիշևի տոէսջի}» սեոի րացմ անդամների Օգնուք^յամր կտոուցվոււ! Լ 
՚ Ա,վտսարման ճշդրիտ (Ուծոէմրէ որի մեջ րացաՀայտ ձևով աոանձնացված են 

էԿխ եզակիություններդ որոնր րնաթադրոէմ են ւտրվտձային վիճակր դ/ա֊ 
^յին թաղանթի ծայրակետերի շրջտկայրամք
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