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Кольцом нормирования называют коммутативное кольцо R с 
единицей, удовлетворяющее условию: если а, 6—любые элементы 
кольца, то и делит b или Л делит а. Целостным кольцам нормирова
ния большое место уделено в (l). I

Кольцо нормировании является арифметическим локальным коль
цом. В дальнейшем буквами Д’ и Г всегда будут обозначаться коль
цо нормирования и его максимальный идеал. В этой статье рассмат
риваются только кольца /? с неглавным идеалом Г. Это обстоятель
ство мы в дальнейшем не будем особо оговаривать. Все модули над 
кольцом А* предполагаются унитарными.

Кольцо нормирования R назовем кольцом счетного типа, если 
каждый идеал кольца /? представляется н виде объединения счетной 
неубывающей последовательности главных идеалов.

Теорема 1. Кольцо нормирования с не более чем счетны и 
спектром имеет счетный тип. I

Если /-0—идеал в /?, то стабилизатором S(/) идеала / назы
вается подполугруппа мультипликативной полугруппы кольца /?, сос- 
гоящая из всех таких элементов a£R, что а/ = /. Нетрудно показать, 
что R Si/) есть простой идеал Р=Р(/) кольца R.

Пусть Р = 0—простой идеал кольца R. Идеал / Он R назовем 
Р -главным, если гомоморфный образ J в кольце частных Rf, есть 
главный идеал кольца Rp. I

Пусть Л4—Р—модуль и л՞—ненулевой элемент модуля Я/. Поло
жим //|х) — ' £/?. /у = л', у Л1|, Идеал W(x) = f) (/1 назовем вы- 

сотой элемента х.
Теорема 2. Пусть /^V—идеал и а£/, а 0. Toida U”(o) •/= 
=</ ■ Р(/), гое W (а)-высота элемента а в R—модуле /.

С помощью теоремы 2 доказывается
Теорема 3. Пусть /. J—ненулевые идеалы кольца R и P(J) I1
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Идеал I делится на идеал J « мультипликативной полугруппе 
идеалов кольца R тогда и только тогда, когда ,S'(./J 8(1} и при 
этом J есть Р—главный идеал, когда / является р главный 
идеалом

I Кольцо ft называется примарным, если максимальный идеал V 
есть единственный ненулевой простой идеал кольца. Естественный 
класс примарных колец дают локально локальные кольца R. которые 
представляются в виде объединения строго возрастающей последо
вательности подколец /?։cA*»CZ . . .. удовлетворяющих условиям 
I) !£/?/. и все ненулевые идеалы кольца R, суть степени главного 
идеала (Pi)^Ri; 2) RuPi+RiPi (/ —1, 2, . . .).

I Из общей теоремы 3 для примарного кольца R вытекает, что 
если /, У—неглавные идеалы кольца и I^J, то/ — 7 • где /. идеал 
н R.

I Рассмотрим следующие три известные полугруппы Qo — аддитив
ная полугруппа всех неотрицательных вещественных чисел; Q։—все 
вещественные числа отрезка [0,1| с операцией ab = min (</ ֊(֊ Ь. 1|, 
Q, все вещественные числа отрезка |0.1| и символ операцией 
ub = a-±b, если и аЬ—ъ, если a -֊
Теорема 4. Пусть R—при мирное кольцо, aQ мультипликатив
ная полугруппа неглавных идеалов кольца Q։r^Q0, если R це
лостное кольцо: Q ՝ Q, (Q։~Q։), если R нецелостное кольцо, не 
содержащее (содержащее) минимальный ненулевой идеал,

Теорема 5. Пусть R—при парное кольцо, —полугруппа всех 
идеалов кольца, а Ц полугруппа всех неглавных идеалов кольца.

Тогда соответственно имеет место такой эпиморфизм Q—Q, 

(։=0, 1. 2), что прообраз каждого элемента в (у есть либо 
неглавный идеал, либо пара |(л), аI/} из главного идеала (а) и 
макси мильного в нем идеала а)/ (см. теорему 4>.
К Элемент а £ R называется регулярным, если его аннулятор равен 
нулю. Будем говорить, что ненулевые идеалы /. У кольца R принад
лежат к одному классу (к одному регулярному классу), если су
ществуют такие элементы а,Ь'Р (такие регулярные элементы 
а, что а! = Ь} 0 (а/ = Ь7). Нулевой идеал всегда образует
регулярный класс. Введем дополнительное соглашение, что нулевой 
идеал образует также класс идеалов.
՛ Ненулевые идеалы / из одного класса имеют один и тог же 
стабилизатор н. следовательно, для этих идеалов совпадают простые 
[Идеалы Р(1).
| Кольцо нормирования R назовем кольцом первого рода, если 
все его регулярные элементы обратимы.

R модуль /И^О называется локально циклическим, если каж
дый его конечно порожденный подмодуль цнкличек. Локально цик
лический модуль /И назовем регулярным, если он содержит элемент
с нулевым аннулятором
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Каждый фактор-идеал / J (фактор) кольца R и или стен локально 
циклическим модулем. Г

Если .U локально циклический модуль, то ненулевые аннуля 
торы I всех его ненулевых элементов лежат в одном классе идеалов 
Этим идеалам соответствует один и тот же простой идеал Р(/). кОТо. 
рый мы будем обозначать через Р(Л1|. И

R— модуль Л1 0 называется делимым, если для каждого элемеп 
га л֊А1. л - 0 и любого элемента > ^.R, такого, что Ann» ^ZAnnx 
существует элемент у 6 AI. для которого Ку=л.
Теорема 6. Пусть М произвольный локально циклический но
дуль, //£.11. и U. / = Аппи, W" - U (//)—высота элемента и в А/. 
Р— Р(М). Если АппМ не является Р главным идеалом или если 
Ann VI и / суть Р главные идеалы, то Ann АЛ —! • U R остальных 
случаях !• U՜ — Р • АппМ. W

Теорема б является аналогом теоремы Лагранжа для конечных 
групп. Я

В нижеследующих теоремах 7, 8. 9, 10, 11 кольцо R пред пола 
гается кольцом счетного типа.
Теорема 7. Каждый локально циклический модуль либо изомор
фен фактору //J, либо делим. Фактор М - //У делим тогда и толь
ко тогда, когда R —кольцо первого рода и AI либо свободный цик
лический модуль, либо фактор RiJ, где J=AnnV. Я
Теорема Я. Каждый делимый регулярный локально циклический 
нодуль изоморфен полному кольцу частных кольца R. Нерегуляр
ный делимый локально циклический модуль М с точностью вс 

изоморфизма определяется классом аннуляторов его ненулевых 

элементов. Класс идеалов Q։ = |/|, / -0 тогда и только тогда со
ответствует некоторому нерегулярному дели ному локально цик
лическому нодулю Л1, когда стабилизатор S(/) содержит все регу
лярные элементы кольца и идеалы / не являются аннуляторами 
элементов кольца R. J
Теорема 9. Каждый регулярный локально циклический модуль 
изоморфен либо идеалу кольца R. либо полному кольцу частных 
кольца R. Идеалы кольца R изоморфны тогда и только тогда, когда 
они принадлежат одному регулярному классу. Я
Теорема 10. Пусть М—делимый нерегулярный локально цикли- 
чес кий модуль. Тогда АппМ=АппР, где Р—Р(М).
Теорема 11. Каждый точный нерегулярный локально цикличес
кий нодуль делим Делимый нерегулярный локально циклический 
модуль .VI точен тогда и только тогда, когда Р(М) = А, где А— 
идеал R, состоящий из всех его нерегулярных элементов, и Ann А 0.

R—модуль М назовем вполне разложимым, если М разлагается 
в прямую сумму локально циклических модулей.

1 еорема 12. Кольцо эндоморфизмов локально циклического 
дуля локально. £
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Следствием теоремы 12 и общих теорем об изоморфизмах пря 
мых разложений модулей (* Ъ является
I е о рем а 13. Любые два разложения вполне разложимого мо
дуля М в прямые суммы локально циклических нодулей изоморф
ны. Если А прямое слагаемое вполне разложимого модуля .И, то 
.V вполне разложим и локально циклические прямые слагаемые 
изоморфны некоторым прямым слагаемый нодуля М

Пусть М—|д, д|-модуль с двумя образующими, 1։=Аппа, !2= 
= АппЬ, I огдя Л. можно рассматривать, как точный модуль 
нал кольцом R 11. Поэтому классификация всех модулей Л/ с двумя 
образующими свозится к обозрению нсех точных модулей с двумя 
образующими.

Пусть М точный модуль с двумя образующими. Идеал У_֊хА*, 
являющийся объединением всех идеалов /, для которых подмодуль 
!М локально цнклнчен, назовем инвариантом модуля И Если для 
всех идеалов / * 0 модуль ЛИ не локально цнклнчен, то будем счи
тать, что инвариант 7 = 0.
Теорема 14. Пусть М-точный нециклический модуль с двумя 
образующими и инвариантом У. Модуль V! свободен тогда и толь
ко тогда, когда 7 = 0. Нее модула М с ненулевы и инварианта и У 
задаются автоморфизмами. ? идеала У вида = /, где г£У.
Н, —единица R Модули М и М'соответствующие автоморфизмам 
-г и •' изоморфны тогда и то гько тогда, когда существует 

такая обратимая матрица / •” *” ). что ( ) Н՜
' 7ц '

=•;„ -Нин( (шоОАллО для всех 1£У.
Теорема 1.5. Пусть М нециклический точный R—модуль с двумя 
образующими и ненулевым инварианта и У. Если У главный, регу
лярный или нерегулярный, но А-главный идеал (А —идеи / R. со
стоящий из всех его нерегулярных элементов), то нодуль И раз
ложим. Если R-счетное кольцо, то существует континуум по
парно неизоморфных модулей М, соответствующих нерегулярному, 
неглавному и не А—главному идеалу У, и среди них точно один 
разложимый.

Главным циклическим модулем условимся называть циклический 
модуль, аннулятор которого является главным идеалом кольца R.

R-модуль назовем периодическим, если все элементы модуля 
имеют ненулевые аннуляторы.

Рядом Ульма периодического R—модуля Л1 назовем грансфи* 
нитный ряд подмодулей:

Д1 = Л!0֊.Л1,э . . . =0
со следующими свойствами: I) Если / » порядковое число, то фак
тор модуль Л1//Л1/+1 разлагается в прямую сумму не более чем счет
ного числа главных циклических модулей; 2) Пусть <<■ порядковое 
число, а (7) - аннулятор произвольною ненулевою элемента модуля
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Если и «֊О-любой элемент модуля М 
гвкой необратимый элемент ?>£R. что \ьх=а, I де
порядкового числа / .* второго рода '//—И-И/;

с£Л1 удовлетворяет условиям: х^Л1„ х£ЛЬ.|, то 
элемента х. Различные типы ненулевых элементов

то су ществуе
ЛС^»: 3) дЛ(

4) если элемент

назовем ' IHnou
любого конечна

порожденною подмодуля Л'СЛ/ образуют конечное множество пь 
рядковых чисел

Факторы Л1(/.Ч|+1 будем называть ульмовскнмн факторам» 
модуля /И, а *—типом ряда Ульма.
Теорема 16. Пусть периодические модули Л1 и М' обладаю» 
рядами Ульма оиного и того же типа » и соответствующие у.ь 
иовские факторы и Л11/АГ/+1 изоморфны для каждого
Тогда модули М и М՛ изоморфны.
Теорема 17. Пусть R область целостности, ^—порядковое чис
ло не более чем счетной мощности и для каждого трансфинит 
ного числа I. О / < задан периодический R модуль , разла
гающийся в прямую сумму не более чем счетного числа главных
циклических модулей: Gt = (.w.i) 1 (ни) 4- . . причем для всех i.
кроме, быть может, числа /=*—I при непредельном ч, среди анну
ляторов (>,)) модулей (и,)) нет такого, который делится ни вег 
остальные Тогда существует R модуль М, обладающий ряди и 
Ульма, Факторы которого соответственно изоморфны модулями,

В заключение приведем теоремы о связи делимых локально 
циклических модулей с вопросами инъективности. Пусть R -кольцо 
счетного типа. Будем говорить, чти модуль .И принадлежит классу 
(/.), если Л1 имеет счетное число образующих и каждый конечно 
порожденный подмодуль модуля .II разлагается в прямую сумму 
циклических модулей 

*՜

R— модуль .Н из класса (£) назовем инъективным в 
се. если всякая точная последовательность О—.'И ~Х, где 
класса (Д), расщепляема.
Теорема 18. Каждый делимый К модуль и < класса

этом клас-
/V—модуль

(А) рч\ла
гае тс я в прямую сумму конечного или счетного числа делимых 
локально циклических модулей: А

М = /14- D. 4- . . . (II

Назовем кольцо нормирования R специальным, если пересечение 
С всех его ненулевых простых идеалов равно нулю, или не являете! 
идемпотентным идеалом.
Теорема 19. Модуль М класса (Ь) является неразложимым 
инъективным в ^том классе модулем тогда и только тогда, когда 
Л1 делимый локально циклический модуль. Всякий инъективный « 
классе (/) модуль разлагается в прямую сумму делимых локально 
циклических модулей вида (I). Конечная прямая сумма (I) всегда 
инъективна в классе (/.). Счетная прямая сумма (I) инъективна *
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Лассе (I.) тогда и только тогда, когда р с пециальное кольцо нор- 
иривания, пересечение всех простых идеалов Р1 — р( [), । 
оответствующий модулям О1 с кручение и. равно идеалу С при
ем при С=0 и для каждого простого идеала
юлько конечное число идеалов Р, Р, <1
m.ibKO конечное число модулей I), с р, С. 

Кольцо нормирования р называется почти

М С существует 
при С о имеется

iti любого семейства идеалов /, | кольца А*,
нстема сравнений л х, (ти<1/, ) (х, £Р) всегда 
ели совместны любые два сравнения системы.

В (*) показано, что каждый неразложи мый 
ат почти максимальным кольцом нормирования

максимальным, если 
такого что քյ/, ?=0 

имеет в /? решение,

инъективный модуль 
локально циклнчеи.

1 соре ч а 20. П устъ Р почти максимальное кольцо нормирования 
Модуль А1 Является неразложимым инъективным тогда и только тогда, 
ргда .И делимый локально циклический модуль Все инъективные Р - 
юдули, разложимые в прямую сумму неразложимых модулей, исчер-
ываюгся конечными прямыми суммами делимых локально цикличе
ских модулей и такими их бесконечными прямыми суммами(в случае 
пециалъного кольца /?). которые удовлетворяют условиям теоремы 
9 без предположения о счетности числа слагаемых.

Харьковский институт радноътсктроннки.
Харьковский сельскохозяйственный институт нм. В В Докучаева

I. К ՎԻՇՆՀԱԿՈՎՍԼ. II. Դ. 1'1ւ1'Մ1ԼՆ
II» նյոտեր Iiuli նոր մսււ|որմւււն ol) in Ц li ե ո|ւ i|piu 11 ու । ո ։ । Г» 1. ր |ւ մասին

Ւիսէարկվոէմ են ոչ ղլիւավււր մաքսիմալ I իրյեարւվ մողոպներ, որոնր 
ր II չված են նորմա վորման P օղակների վրա, ա քնււ/իսի ր, օր ցանկացած 
Հ իւլեաչ Հա Ն՚/Ւսանոէմ / ղյխսւվոր ի ղ ե տ լն ե ր ի *>սյ>վե^ի չնվաղող Հայորղա֊ 
^տնրէք) յան մ իաէիւրա էք ։

քստացված են ինվարիանտների (րիվ սիստեմները լոկալ ղիկքիկ 1վ մո- 
լոպների :ամար։ Ապացուրված են նաև ք1եորեմներ լոկա1 !)ՒհէՒհ մողուլների 
Ուղղակի ղամարների Համար։ Մասնավորապես ապացուցված / հետևյալ 
Vնորեմըէ
Թեորեմ Տաճկացած |»։ււ«• ւս!• Լ11։ /Հ-ւ(ա|ււ»| |/| ւ|ասի<| ։|երա<Ն|ում Լ 
41’1’քԱււ|որ կամ ճսւ ո|ե||ւ |>ւ|ու| ջսւԺս1ՃԼ||ւ ր»կ»| <|հկ||։կ »հ։«]«»փւեւ |։ ուղղակի 
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