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В предыдущей статье автора (*| рассматривалась первая основная 
задача плоской теории упругости для односвязных областей с углами 
Настоящая статья посвящена второй основной задаче для тех же об 
ластей. - V

1. Пусть конечная олносвязная область 5 ограничена кусочно- 
гладким замкнутым контуром Положим, что 4/0=1» 2» - • . «О 
угловые точки контура, отличные от точек возврата.

Следуя (*), бнгармоническую функцию С!(х, у) будем искать н 
виде ■

. У) = ^о(х» У) + 2 Не О/(х, у), (! Л)
/-»

где
2^р(х, у) = /(г) 4- /(?) 4 4 2^г), (1.2)

У) = /1/0՜ Яу) ■ /лу(г йу) (г-йу)51;(г-ц/)֊,-(г-й/)?։7(г йу)

(1.31
Полагая, что в (1.3)

/лДг -й7) = (/м(г-л/)*Л‘. 7.»Д2-а?)=^/(г-ау)‘/+1.

?м(2 «/)=</,/(г и,)'/, и х а;=г;е"> (141

придем к представлению бигармонической функции ОД л, у) в по 
лирных координатах:
С’;(Г/,Н/)=Г/ / ։|М1п(//+!)«/ I *а/С08(>/+ 1)Н7 4 1)Н7

4-^/соз(>/—1)«/| (1-5)
* ^1/ ^(^1/

^4/)| ^4/=^Э/ ' ^4/«

г —мнимая единица.
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Известно (”). что про,вводные компонентов вектора смешений 
ПО направлениям декартовых осей х и у определяются но формулам

з)ДГ. о °*7’
<*У оу*

։1 ։Щ, <1.7)

где « = » при плоской деформации „ з=<[_г. при обобщенном 
плоско-напряженном состоянии, «—коэффициент Пуассона. Д-опера- 
тор Лапласа, р—модуль сдвига.

Подставляя (1.1) в (1.7), получаем

011
0х

+ < I - >РЦ. VО*' ~
(г

дхг

Л1

Ке< /т(1֊:| V д ри՛ ев 
/-։

4т (Риа
2|։ ~Г = ' ~ТТ՜

0у ду։
.11 V £рс( 4(1 э)Х՝ДребЛ-.

Л Оу* ? <1.8)

Обозначая, следуя (’I

и. имея в виду (*),

ДЦ,-4^ =4^ 
дх ду

А Ре Су ■а | В

дхйу

(19)

(1.Ю)

где р и ч сопряженные гармонические функции голоморфной в 5 
функции ?(г)—р 14, Лу гармоническая функция, (18) перепишем
так

0Н <м:
0Х дх- 0Х дхду '

2|։^’ = . г/±п_+4(| _3)^. _ рс V'!։Ь- . — (111)
ду ду'1 ду 0х' “• йхоу

Интегрируя первое из уравнений (1.11) по л, а второе по у, 
отбрасывая прн этом члены выражающие только жесткое смешение 
всего тела, с учетом (1.1), получаем

2н(// IV) = - ( — 
\л»л՜

г-аг = г^>, введем новые обозначения (։)Далее, полагая

ОЛу <м дщ Щ
4У ~г1е ' 4»/ дх > дг,'

(1.13)

Как показано в (’), гармоническая функция </('■;.”/) связана с 
оигармонической функцией Ребу соотношением

Л Ре б у (1.141
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Учитывая (1 13) переходя в (1.12) от дифференцирования по л, 
у. гу и Н/ к дифференцированию по г и г, получаем

дС/ т йр»
2|‘(" т IV) —2-=֊|֊ 4(1 з)?(г)-2«(1-з) V (г—ну)’----- (1.15)

в* у дг

Функцию £у будем искать в виде (4)

£у = Ре|Ду(г—«у)яфву(гу-О/ )«|. (1.16)

На основании (1.3). (1.4) и (1.14)

•4/ = — Л/ = ———</։>, (117)
?/—1 /./-1

Имея в виду соотношение

2|(г֊в/ )2 — =4|у1/(г-<77 )+ ^(2—а, )| (1.18)
дг

справедливость которою легко проверить с помощью (1.16), (1.17) и 
(1.41. подставляя (1.1) в (1.15) и устремляя г к точке контура С но֊ 
лVчаем

___ __  т ____ ____
2н(П-к.)=х?(0-/?(/)-?(Г) V !«;(/)֊('֊<Ъ )*;(/)—Ф/(01. (119) 

/-։
где

?/ (г)—?■>(* )+?։/(*—)•

Ъ (г)=/л^Ч )Ф7.;у(г-а/). (1.20)

Обозначая
П1 

'* (*)=?(*) + ?/ (г).

т I —
**(*)—Иг)4֊ - Ь (г)-л> ?.(г) 

/-• I

граничное условие (1.19) перепишем в известном виде (’)

2И(«-1-йо=*?*(0 ֊ ֊ Тча

(1.21)

(1.22)

Представление (11) основано на предположении, что в окрест 
ности угловой точки а,. в которой сходятся дуги /., ■ и , поведе 
ние напряжений и смещений совпадает с повелением этих же вели
чин в окрестности вершины сектора, образованного касательными, 
проведенными к контуру А в той же точке а,. Поэтому, следуя 
Вильямсу (*), удовлетворяя с помощью (1.5) однородным условиям 
для смещений на прямолинейных сторонах сектора Н, =ау и Я/ = 
полагая, что ОС?/— 2я, учитывая при этом (1.14), (1.16), (1.17)
и (1.6), получаем систему четырех однородных уравнений для опре
деления коэффициентов (Л = 1, 2. 3, 4; /=1, 2, . . лг). Требо-
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1янне наличия нетривиального решения этой системы приводит к 
арактеристнческо.му уравнению относительно :

«’Slfl’l/ (?/ - a, )-Х»8|П’(₽/ -а, ). (| 23)

.Учитывая, что ранг матрицы указанной однородной системы ра- 
юн трем, нетривиальные решении системы имеют вид

= (124)
де

АА0= ОН /./ )|xsln|(/7 —1)?/ - 2в/ t.t | р, Sln|(/y - 1)?/ •* 2я, |4

+(«-/.y)sln(>j 4 1)3/ I,

i.Vj/= —(*/•■! I) (/J •> )l(* >> )cos(// ь ОД -адоф/—!)?>> 2’/'/|4
4)./cos|p./֊l)B/+-2։y||,

A zVv=(/.y4 I)’ *Sln((/7-r-1)^-2։/y| >7sln|e7 ֊ |)jly֊2i,| -

f-(x4->7)sm(/7— 1)9,-),

•*=('•/+։)l(* + '7jcos(>7— 1)?/— xcos|(*7— 1)?/ -2в/ /7 I—

-A/COSK/./4I)?/ -2з/]|.

Для выделения особого решения, связанного с наличием ило
вой точки контура Я/ . н дальнейшем, под >, будем подразумевать 
корень уравнения (1.23) с наименьшей положительной действительной 
частью.

Учитывая (1-20), (1.4), (1.6) и (1.24), граничное условие (1.19) 
представим в виде

/.?(/)— t ?'(/) — <*(/) 2ii(w (У)
ft» (0+W). (1.25)

где
25y (/)=r(l-r\¥v)(r-H/ ) V-(14/У,/))./ ((-a, )( Г-д?)՛' 1 --

1 )(Л'.7 /Л оl(» «г, ) ’.

_’г„ (О=/( \-iXiiHt -aj )т/—(1 4/АГ.оР ՛•/— <», I ՛ 1

— (Аг/ 4 iXi)) (>j 4 1И f— и/) ՛•

Для решения поставленной задачи, необходимо определить го
ломорфные в 5 функции ?(<?) и ?(^). а также т комплексных пос 
тоянных Ьц из условия (1.25).

2. Будем искать функции ?(*) •• И’) 0 виле ' ’

?(*)=

■х<»(т)4-<» (-)d. (2 1) 
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гае *■(*) — подлежащая определению непрерывная комплексная фуИ։ 
пня точки (ренины, имеющая интегрируемую производную. Нп оси» 
ванин результатов, приведенных в монографии (•), представления (Л 
возможны н в случае кусочно-гладкого контура интегрирования.

Подставляя предельные значения (2,1) и граничное условна 
(1,25). считывая при этом, что в узлах <9 линии / функциям з(ц 
>(/), приписаны предельные значения соответственно функций f(, i 
J(z), котда точка г стремится к <։> но дугам /,у_| и //, причем, 
это следует из (1 25) эти предельные значения каждой из этих фущ 
цнй равны между собой. Получим: Т1

xi.)(T) —— l<u(t)(/ln
2r.iJ

= 2j<(« /г) — 1
/-»

*»/9(')4 ЬЧ7„(1) (2.2)

Это уравнение является обобщением интегрального уравнени- 
Шсрчана-Лаурнчелла для второй основной задачи плоской теории уп 
РУ гости на случаи односвязной области с углами. Как показано в ( |. 
ядра уравнения (2.2) в угловых точках контура имеют конечные разры 
вы, а следовательно, для уравнения (2.2) имеет место альтернатам 
Фредгольма. Ж*

Интегрируя граничное условие (1.25) пли, что го же самое, урав 
пенне (2.2) в пределах от до г/*+1 (Л=1, 2. . . . т; а„ ։=о։), 
будем определять коэффициенты Ьу как функционалы из условий

t
(// iv)dt v I/,

Ft о

«»

9 (r)rfr

V U)d t <2.3՝

Добавляя к этим уравнениям их комплексно сопряженные, по 
лучим систему алгебраических уравнений для определения функций 
налов *(/. Определитель этой системы отличен от нуля, так ка>. од
нородная система, получаемая из (2.3) При и к» = 0. допускает толь
ко тривиальное решение, как это будет показано ниже. В случае 
действительности ՛. действительные функционалы будем опрел»' 
лять из действительной части (2.3). Можно показать, что функпионл 
лы Ьу могут иметь другие представления, отличные от определяемы՝ 
по (2.3). К

3. Докажем разрешимость уравнения (2.2). Покажем, что одно 
родное уравнение
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w г”"г|'/|пГ7 ч-./1'м.
jEp „ и 'ТТЙИП^Н31|Ри

(3.1 > 
получаемое из (2.2) при u+lv^O на всем L. не имеет решений, ’от
личных тривиального.

С этой целью обозначим функции, определяемые по (2 I) соот
ветствующие плотности ш0(-.) через ?#։г) м ^т). функционалы Л։ че
рез и функции, определяемые по (1.21). через ?J(e) и ЭД-)-

Учитывая эти обозначения к равносильность (1.191. (1.22), (1 25) 
н (2.2). уравнение (3.1) запишем в виде

*?о(П _,То (О—^(0=0, (3 2)

На основании теоремы единственности (') и условии (3.2) имеем

TjU)=c. ^г)=жс, (3 2)

Подставляя значения (3.3) в левую часть (1.21). с учетом (2 11 
(1.20), (1.4), (1.6) и (1.24), получим:

|Л ’ ,Ь1 <’ 'Л "֊— ՛•» J Z X /• >
4

^=--~ ( +-•<*».,(•)I ֊ т֊^1^|(О т1)(Л'й-/Л'м)(с—и,)'/

V

֊)7Й7 (1-/Л'з/)(г-<0 )1>֊'| 4 (ч ֊. 1)(*ъ֊ йГЙг-«։ )*■/֊

-й? М!+/Х/)(2֊и)Г/-։|!. (3.4)

Вследствие однозначности интегралов типа Коши, входящих в 
(3.4). заключаем, что

^/="0. (7-1.2.-^)

откуда следует, что

(З.о)

1 (Ч(-)^
2гл J :-г 

I

(36)

Обозначая 
й(’) = %(՝1 с

Й(')ж~*"’о(') — тв^(г)—«С

н имея в виду (3.6). легко видеть (՛). что функции г«(’) и .(?) голо 
морфны вне 5. причем ;4оо) =»т(гч>) = 0

Исключая ш0(?) из уравнений (3.7). получаем
155

(3.7)



хб(т)— t6'(t) e2^<՛. (3.81

Это уравнение является граничным условием плоской задачи 
теории упругости для области, составляющей внешность /., при За 
данных не.границе смещениях. к

На основании теоремы единственности С) для второй основной 
задачи, а также условия (3.8) и равенства 6( )=-1( ) О. очевидно 
что '■(с) — ՝;(г)֊0, а следовательно, с=0 и н>0(>:)=0. X

Вышеизложенное с незначительными изменениями применимо , 
бесконечной односвязной области с углами.
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