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МАТЕМАТИКА

М. А. Аьипнс. А. В Чзкмазин

Об оснашенных подмногообразиях аффинного пространства, 
допускающих параллельное нормальное векторное поле

I (Прглстивлсно академиком ЛИ Армянской ССР Л. /1 иЫпшяном 2/11 19751

I В работе (’> рассматриваются подмногообразия Гт л мерного 
4 пространства постоянной кривизны, допускающие параллельное нор 
1 мольное векторное поле Такие подмногообразия обладают рядом ките- 
| ресных геометрических свойств Их частным случаем являются подмно- 
| гообразня I параллельным полем векторов средней кривизны, которые 
I интенсивно изучаются в последнее время (2).
К В настоящей работе строится аффинное обобщение метрических 

результатов, полученных ранее (')■ Мы изучаем здесь оснащенные под
многообразия 1/щ аффинного пространства Дп.допускающие карал- 

плельнос нормальное векторное поле Оказалось, что строение таких 
многообразий тесно связано со строением тангенциально вырожденных 
многообразии и многообразий, несущих сопряженную систему, которые 

были изучены одним из авторов
I 2. Рассмотрим т мерное подмногообразие Гя։, аффинного прост

ранства Д„. оснащенное при помощи семейства (л -ш| мерных нор 
Малей первого рода ,уч ("| Присоединим к рассматриваемому ш>д 
многообразию аффинный репер (х.е„), и=1. • ■ ■ .«. точка д- которо
го совпадает с текущей точкой многообразия Гт. Уравнения инфи
нитезимального перемещения этого репера запишутся в виде

т/л = ш"ен, </е„ — ой'еу, («,։•,«՛—I. • • • ,л) (1)

а формы Пфаффа, входящие в эти уравнения, удовлетворяют уравне 
ниям структуры группы аффинных преобразований

(1ч>и — ։п։' А IIIй, «/«)“ — >их ւս“ 
г \ Тг է’ у ' от (2)

I Поместим векторы еП««- I, * • • ,т) подвижного репера в каса
тельное пространство /\ многообразия I т, а векторы с. — т
4 1, • • • ,/;) будем считать принадлежащими его нормали Л',. Тогда 
ив многообразии 1’т формы будут линейно независимыми и имеют 
место уравнения
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«о,

и։' « С 1• •/ '

(3)

(4|

(5)

гле При этом уравнения (4) получаются при продолжении
хравнений (3). и величины Ь* образуют систему асимптотических 
тензоров подмногообразия I т. а уравнения (5) вытекают из условия 
инвариантности оснащающей нормали Л\ Величины <?' также явля
ются тензорами.

Формы определяют аффинную связность в касательном рас
слоении /\ подмногообразия Гт Форма кривизны этой связности в 
силу уравнений (2). (4), (5) имеет вид:

</««*— ։и?Ли,ьж=^А с.1, / / г ՝ < /• • У

Отсюда следует, что тензор кривизны этой связности выглядит 
следующим образом: |

#>*/ = Лл»г|»|П֊ (6)

Формы ш* определяют связность в нормальном расслоении Д\ 
подмногообразия 1’ад Форма кривизны этой связности н силу тех 
же уравнений имеет вид

г/ш? - ш! Д ш’ = с ‘ Ь ' ш1 А и>/,

л ее тензор кривизны выглядит так:

/Л* =г* Ь ’1 Ф *4*1/Г (7)

Заметим, что если подмногообразие является /я плоскостью, 
то и тензоры Н‘)к1, А>’(, при любом оснащении этого подмного
образия обращаются в нуль. Если семейство нормалей Л’Л является 
абсолютно параллельным, то с^=0 и тензоры кривизны снова об 
решаются в нуль. В дальнейшем эти случаи мы исключим из рассмо
трения. Болес того, в дальнейшем мы будем считать, что многообра
зие I т является тангенциально невырожденным

Семейство нормалей /Уг образует конгруэнцию в Я„. Найдем 
фокальные образы (’) этой конгруэнции. Пусть у =л 4֊ х’е։ произ
вольная точка нормали ;УГ. Если эта точка является фокусом, то 
должно выполняться условие £ У\. Отсюда вытекают соотношения

0)4֊ л’с',) ю/=<|

Для того, чтобы эта система имела нетривиальное решение относи
тельно ч>‘ , необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

ИеКХ- ■Ьх’г'р=О. (8)
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Это уравнение определяет фокусную поверхность, припал лежащую 
нормали Л',, которая является алгебраической поверхностью порядка 
т размерности и — т — I.
I Отметим, чю если тензор с^ = с, '<}, то уравнение (Я) принимает 
вн I

■ л՜՝ с. 4-1=0. (9)

то есть фокусная поверхность вырождается в т - кратную (л т 
— I) — плоскость. Нормали Л(Л образуют в этом случае связку, вер
шиной которой служш плоскость (9) Тензоры кривизны в этом слу
чае имеют вид

В 3. Рассмотрим на многообразии Ц нормальное векторное поле 
с = ?е, . Для этого поля имеем.

</- = (։/? 4-; шре. -• ш'е( . НО)

Выражение /9; = (г/? 4֊ юре, представляет собой ковариантный диф
ференциал векторного поля по отношению к связности, определенной 
нормальным расслоением. Поле : называется параллельным векторным 
полем, если = ().
■ Предположим теперь, что оснащенное подмногообразие Гт аф
финного пространства Д,։ допускает параллельное нормальное вектор
ное поле. Тогда уравнения

</; ՛ : «• = О
г

должны выполняться тождественно па Гт Диффсреииирхя
■разом эти уравнения, найдем

■ У Л *>•' — 0.

■ Введем тензор
I г; - ՛՝՝ с»<

(11)

внешним

(12)

и назовем его основным тензором параллельного нормального век
торного поля присоединенного к многообразию Ги. Теперь, в силу 
(4) и (5). соотношения (12) можно переписать в виде

(13)

Полагая С=(ср и Л՝ — (*„). эго условие можно переписать в мат
ричной форме

(Я’С)» = /ГС, Г — 8'. (14)

где • означает транспонирование матрицы
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Условие (12). в силу (7) может быть также переписано в форме

причем последнее соотношение выполняется тождественно на Гда. Это 
означает, что параллельное векторное поле ; принадлежит ядр> ал
гебры голономин связности, определяемой в нормальном расслоении 
многообразия I т

Изучим теперь подробнее свойства параллельного нормального 
векторного поля многообразия Гт. Для этого докажем следующие 
теоремы.

Теорема 1. Семейство одномерных нормалей, определяемых 
параллельным векторным полем образует тангенциально вы- 
рожденную поверхность ։ размерности т 4- 1 ранга т.

Рассмотрим поверхность l m+1. образованную нормалями /А = л« 
многообразия V‘m. Пусть у = х 4֊Л; произвольная точка этой по
верхности. В силу уравнений (11). дифференциал этой точки имеет 
вид: ՛'*•՝•’ _-Д“И

dy = (»>• 4- >.c‘«»')ef 4- dr . =. (15)

Отсюда ясно, что касательное подпространство поверхности , в 
точке у определяется векторами е/ и : и не зависит от положения 
точки у на прямой а зависит только от положения точки .с на 
поверхности l m. Поэтому 1',я+1 является тангенциально вырожденной 
поверхностью ранга т (։).

В соответствии с работой (:) можно сказать, что оснащенное 
многообразие \ т , несущее параллельное векторное поле, допускает 
одномерную поднормализацию.

Многообразие V'm называется параллельным оснащенному много
образию Гт аффинного пространства Д„, если касательная плоскость 
Г,- к этому многообразию в точке х՛ =A'tf|V’m параллельна каса
тельной плоскости 7\. Многообразие Гт является преобразованием 
Петерсона (•) многообразия Vm.

Теорема 2. Оснащенное многообразие Vm аффинного прост
ранства Д, допускает параллельное нормальное векторное поле : 
тогоа и только тогда, когда существует параллельное ему мно
гообразие V т։. j

Предположим, что оснащенное многообразие \’т допускает нор 
мальное векторное поле Рассмотрим многообразие ГИ| описываемое 
точкой л = х с где с — const. Тогда, в силу (11), 

dx — (и.» -р с? и?) е( ,

то есть /', параллельна Гх.
Обратно, пусть |Л — многообразие, параллельное 1’да в указан 

ним выше смысле, описываемое точкой х. I а к как точки л и х' ле
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жат в одной плоскости Л\, то х' = х где ; = ?е.. Поэтому, в 
силу (10).

</л' — (и? 4֊ £* «*)е< Ь /■>։* е. .

Но так как Гг параллельно 7՝Л, то />;’ = О и поле : является парал
лельным нолем.

4. Найдем фокусы образующей поверхности У£+1. порожденной 
параллельным нормальным векторным полем нормализованного много
образия \'т. Точки у — х-|-/.Е будет фокусом образующей /Л, если 
вектор т/у параллелен вектору Е. Нз соотношения (15) следует, что 
для фокусов имеют место уравнения

(б' ф ir'juP — О.

Положим и этих сравнениях / = —. Тогда они перепишутся в виде 
1‘

I (г} - |»«')ш/= 0. (16)

Значения параметров ц, определяющие фокусы на образующей /Л. 
находятся из уравнения

I det (с» p«‘)=0, (17)

1 которое представляет собой характеристическое уравнение аффинора
<у. Образующая 7, несет столько различных фокусов, сколько различ
ных собственных значений имеет аффинор с'.

м Пусть j»j -собственное значение аффинора cj. Подставляя его в 
(16), мы получим систему уравнений для определения фокального

направления, соответствующего фокусу /j=x——Е. Размерность это-
I
го фокального направления будет равна т — р։, где
I Pl = rang (cj — р,г<).

Е Фокальные направления определяют распределение А, размерное 
ти т — р։ на касательном расслоении Гх многообразия Гт.

Г Теорема 3. Если основной аффинор с} параллельного нор
мального поля многообразия 1% имеет простую структуру, то 

есть приводится к диагонально ну виду, и имеет s различных соб
ственных значений р։, р։, • • • , кратности, соответственно 
равной тх, т.. • • • ,от։ (ш, 4՜ • • • -\-т9=т), то многообразие 
V’,„ несет s - сопряженную систему распределений А։, А։, • • • . As 
размерностей тх, mt, • • ■ . тх.

1 Приведем матрицу С = (с') к диагональному виду и запишем ее 
в форме

(
■ 'С, 0 • • • 0\

о С,. . . о
• ••••>• I 1 

о о ■ • • с9I
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где Ср = иуЛр — скалярная матрица порядка гпр{'р единичная мат
рица порядка тр) и при р ■? у. Запишем матрицы В՝ и блоч
ной форме: В’—(В՝^}, где В՝рд — прямоугольная матрица порядка 
тр X тд. Тогда соотношения (14) примут вид:

В*„ - Ид) -= 0.

Отсюда следует, что В*ч -О при р ь q и матрицы В՝ приводятся к 
блочно - диагональному виду

В,’ О • • • 0\ 
О В\ • • • О | 

• >••••• I • 
о о • . • в,;/ 

где Врр — произвольные квадратные матрицы порядка тр. А это оз
начает (■՛), что многообразие Гт несет сопряженную систему, описан 
ную в условии теоремы.

Теорема 4. При выполнении условий теоремы 3 сопряжен
ные распределения 1р (р I. • • . , s), определенные на касатель
ном расслоении многообразия \’т. будут инволютивными

В самом деле, если тр=\, то распределение А/; одномерно и. 
следовательно, инволютивно. Если то. как следует из (4),
фокус fp поверхности lzJJ+l. соответствующий этому распределению, 
будет оставаться неподвижным при перемещении точки х£ V'm вдоль 
любой линии, принадлежащей распределению Д». При этом прямые 
xfp опишут коническую поверхность размерности тр-\~ 1, которая пе
ресечет многообразие Vni по тр - мерной поверхности, огибающей 
распределение &р.

Таким образом, сопряженная система, определяемая на многооб
разии V'm, допускающем нормальное поле параллельных векторов, 
при выполнении условий теоремы 3 будет слабо голономной (’).
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IT II 1Լ1|իվԻ11. И. Վ 9Ա*ՄԱԱՅԱՆԱֆխւսւկան տարածության ն<ս<լև<|ւ|ած 1>1՝ւթսյբա<լմսւձևւււ|>|ուններ, որոնք թույլատրում Լն qnupuRl.n նորմալ ւ]Լկտորների րլա?տ
{*) աշխատանքում դիտարկվում է Ц չափանի հաստատուն կորության տա

ր гид Ոէ ft քՈէնոէ // րնկդւք iftttd 1Հո 1‘նթարադւք աձե ու ft լոէնր . որր ftnt քքատրում Լ 
պուդա>,եո է^եկէքէորնհրքւ դաշտ։ Աքս ւսշխաւււան ԹՈԼ մ կաՈ ա ցվա if է՜ if ե սւք/իկաէքան
ил (պքտն քների էս ֆ իՆ ил/րսն քւն у հանր ил у nt մ ft, որր ստացված է (1) ս/հ/m ա աան՛ 
Հ>էո մ» Սէոացվա^ են հեսէեքաք ար»] յան քնե/էր.
!• If եկ չաւ/էանի նոքէմալների ո(,(է որո շւյոէմ Լ ցու ցահեո ; վեկ- 
ստորների դաշտով, կադմոէէք է սւանդեՆց քաք վերածվո քք Щ X \ չավէանի ե
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ո աֆ ինական աարածա թլան Հազեցված | են թ ա ր ա զմ ա ձե ո։ թ լու
/սււ/ւրում Լ զազահեո Հ ւյեկոարնե րի զաշա ա

լոո if, 1*րր զորււթր/էն քոնի նրան զազահեո I „ րազմաձեու թ րոն ։
3. եթե զազահեո նորմալ զաչտի I րազմաձե ու///ИЛ հիմնական C't ա ֆՒ- 
նորն անի պարզ կաոա ցվածր՝ Այսինքն րերՀամ Լ անկյան ազձ ա լին տեսքի 
ե ունի Հ աարրեր սեփական արմեքներ ‘ • • • ք ‘t որոնց ր ազմ ա ւզաւոի-

կութլանլ» համապատասխանաբար ՝ավաոար է * • • 777^(771) 777ք -♦
՜| /7/$ = /?/), ապա I րա զմ աձեու թ քանր կրում ( 5 — համալա ձ սիստեմնե
րի 1|է • • • ձ3 րա^իէտմ Ռ11։ Ոք*՝ • • • ր71 հ — լ ա փ ո զ ականոէ թ լա ննե ր ո յ է 
4, Համակա•> ձր(թ = 1, ՚ * •*)/•աշի»ումր» ,է[^(է որո*»^աձ Լ I րազմա- 
ձևա թ լան չոչաէիոզ չե րաավորՈւմ ուք> կլինի ին»ք ո լ լու »ոի վէ
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