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О переносах множеств а локально компактных группах

(Представлено академиком АН Армянской ССР А Л Шагнпипом 28/Х 1974)

В работах рассматриваются различные частные постановка 
следующей задачи: В

Пусть локально компактная группа 6՝ действует 1։ локально ком
пактном пространстве А', причем на А' задана положительная борелев- 
ская мера ц. Пусть Е~Х множество положительной меры и ЛСД՛ , 
конечное множество. Спрашивается существует ли элемент та
кой. что £(А)С£ и какова мера Хаара множества |#£О: #(Л)С£|.

В настоящей заметке рассматривается случай, когда Х—О и б 
действует в Л'слева, т. е. ££67, х^Х—О. Приведенная ниже
теорема является обобщением одного результата Г. Хадвигера, отно
сящегося к тому случаю, когда О есть евклидово пространство про
извольной конечной размерности.

Теорема 1. Пусть О-локально компактная группа, ц—ле
вая мера Хаара группы (/ и Е ~(/—и <мери чое множество конечной 
положительной меры. Тогда для любого е>0 и целого //>1 суще* ■ 
твует такая окрестность V' единицы, группы (/. что оля любого 
множества А I' состоящего илп точек р|я£С: £.\ -/-|>(1—£)и(/ )• 

Доказательство. Возьмем компактное множество К и от
крытое множество IV'. удовлетворяющие условиям

КСЕСи/, (I)

1ЦА0>(1-։/2)р(£), (2)

Р(Ш)<(1 г/4т/)|1(/0. (3)

Далее возьмем симметрическую окрестность единицы 1՜ такую, 
чтобы выполнялись условия

(41

А(£)>1—։'4л. 8С\/, (5>

где Д —модулярная функция группы О.
Покажем, что построенная окрестность Г является искомой.
Пусть АС(/, 4=1#....... ,£п|. Тогда мы имеем
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1«С 0։ К АСЕ = п Ер~1 | (61
I ।

Гак как при любом /==1,2....... п '<р, то применяя последова
тельно (6), (1). (4), (3), (5) и (2) получим

/ ” \ /Я \ п
1‘ : нА ^Е\ = у. (л Е^ ՛) ^ !՛ ( О 1 ) =’.Ч «’ П ( »' «ЙГ՛1 )=

• !•(«•)(»•’ |Ц1Г) Хр(1Г Кяр')= (« 1)н(1Г)
\ < * I / / - 1

/’I (~1
'МАГ

>—(" !)<’« М«)!‘(А) //(1 н/4 л) И( А')>( 1 :2)н(АЭ>

>(1-х/2)« Р(£)>(1 0։>(£).
что и требовалось.

Следующее известное утверждение является простым следстви
ем теоремы 1.

Следствие I. Пусть О локально компактная группа и 
\ECG-боре./евское множество, пера Хаара которого положительна 
и конечна. Тогда множество Е 'Е содержит окрестность единицы.

Доказательство. Применяя теорему при п -2, мы найдем 
симметрическую окрестность единицы I такую, что для любых двух 
точек л и у из V существует такой элемент я£(7, что яу(-Е. До
кажем. что Е~'Е^\'. Пусть г^И—произвольная точка. Для г 1 и е 
(е единица группы) найдется к£а такой, что ц? ՝(Е и ре=ц С Е 
Гогда *=(££-‘)_|£€ Е

Замечание. В теореме I нельзя вообще говоря утверждать 
гт во ванне окрестности V пригодной для всех п, даже в том слу

чае когда ։ не фиксируется »аранее. Более того, например, в группе 
R —аддитивной группе действительных чисел существует множество 
положительной меры Е, такое, что в любой окрестности нуля 
существует конечное множество, которое не отображается в 
Е никаким переносом. Это видно из следующего простого при
мера

Пусть л>2 целое число. Разделим отрезок |0.1| на п равных 
частей и выбросим последнюю часть. Каждый из оставшихся л—1 = 
=/( I) отрезков разделим на /(!) • пг равных частей и выбросим пос
леднюю часть. Пусть /(А) число отрезков, полученных после к ша
гов. Каждый из этих отрезков разделим на 1 равных частей и
выбросим последнюю часть. Продолжая этот процесс неограниченно 
мы выбросим из |0,1| последовательность непересекаюшихся отрез
ков 5Я, сумма длин которых равна

п /(1 )п
+...Ч /(*)

/(к)п*+1
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Положим Л’=|0.1| 15, Таким образом /:' имеет положительную 
лебегову меру. 1

Пусть задан произвольный интервал (0, в), й>0. Выберем к нас
только большим, чтобы выполнялось неравенство !//(£—1)я*<3. 
Теперь разделим отрезок 1)л*| на 2/(Л)п*+1 равных частей и
пусть Я есть множество точек деления Очевидно при любом действи
тельном t множество Е) не пусто. 1

В связи с этим возникает вопрос: в каких группах существуют 
множества нулевой меры Хаарв, для которых существует окрестность, 
указанная в приведенном выше замечании?

Из одного результата Марстранда (р), теорема 1) следует, что 
в любой неднскретной локально компактной о—компактной группе 
существует множество нулевой меры Хаара. в которое некоторым пе
реносом можно отобразить любое счетное множество. После некото
рых, связанных с существом дела изменений, рассуждения указанной 
работы < ՛) позволяют доказать несколько более общее утверждение.

Теорема 2. Пусть О недискретная локально компактная 
группа, у.—левая мера Хаара на О и V окрестность единицы с з 
компактным замыканием. Тогда существует множество Е~(1 с 
;>(£)=0 такое, что для любого счетного множества Л СУ сущес
твует элемент такой, что ^А—Е.

Доказательство. Можно считать окрестность И симметри
ческой. В силе з—компактности I можно найти последовательность 
ип окрестностей единицы с компактными замыканиями такую, что

6гпСГп+։, л=|.2,...; УС и = 
п I

Все окрестности единицы, встречающиеся в приведенном ниже 
построении предполагаются симметрическими и с компактными замы
каниями. Они будут обозначены буквами У и 1У с индексами.

Индукцией по п построим последовательности 1РЯ и У„, и по
следовательность конечных множеств Т„ —О. так, чтобы при любом 
п _> I выполнялись условия:

а) УЯ+1СУЯ; I

ь) 1'(И„Г„)<—; 
п

с) для любого д^1'пи л/„ существует такое, что

V л+1^ СI и*»

У„Гв1'։Си 1РГГГ= 11-

Это можно сделать следующим образом.
Пусть 11”,—произвольная окрестность единицы и 7՜, произволь

ное конечное множество. Возьмем открытое множество О, такое, что
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и !‘(^1)<П. После этого выберем окрестность Г, так, чтобы 
ГР,С1Г։ иТ,Г։со։.

Пусть Ц „, V,, и Тп построены. Возьмем последовательно \Г «+|. 
,7’я+), О„+1 и 1Л,+։ так, чтобы выполнялись условия:

^<=^1 (7).

Га+^т,„ (8)

Ол+1—' Т’л+։, ц( Оя+|) < —Ц-; (9)
«4-1

7я+|-^'я+1, Й,+|Гл+։СОя+|. (10)

Продолжая этот процесс неограниченно мы построим последова
тельности Ип. Г„ и 7,,, удовлетворяющие условиям (7)—(10). Про
верим выполнение условий а)— (I). а) следует из (10) и (7). Ь) сле
дует из (10) и (9), ։1) следует из (К). Докажем с). Пусть л£Ия ^ПГ„. 
Тогда в силу (8) х£ ։7՝,+|, откуда /=» ։х, где к'£Ип4.։, 
Палее в силу (10) и (7) получаем

+,/ = у„+։гс ' Л С Ш „+ ■ и՛-1 л: - IV■;+։ л - I пх

и условие й) доказано. 
Положим

IV'. Л,+1= 1'л+1Гя+1и(и IV п г»)

Л1/ - 11 /гг*1<

Е=й /И/ .
1-1

■ Для построенного множества £ справедливо утверждение тео
ремы 2. Это доказывается повторением рассуждений работы (’). Но
вым здесь является только условие б), которое нужно будет исполь
зовать в соответствующем месте.
■ Сначала докажем равенство р(£)=0. Гак как ЕС 1Г, то
I Е=(1Ш, )п «7= и(Л1, п «’Л)

к достаточно доказать, что при любых « и ш |‘(Л1, Г|П „,7т) = 0. 
Возьмем Л настолько большим, чтобы 2*>т и положим р-2*3'.
Тогда

■ И 11 тТт 11 • 1 р^р
откуда

НЛЬ .1 ^тГт) ^\'рГр)
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Так как числа Аг можно взять сколь угодно большим, то из ц0(. 
леднего неравенства следует |»(М| Л П’т/т)=0. |

Теперь юкажем, что для любого счетного множества Л С У су 
шествует элемент такой, что ^Ас.Е. Пусть Л = |л։, л։, . . ։ 
Если взять то будем иметь цх/ £ / 1. 2, . . . и. сле.
довательно достаточно доказать, что множество ’ не пусто 
А так как I'՜1— I' и

ЯГ •
Л/Гд;-1 -՛ Л /И( = Л ՛•
1-1 г֊ । /,*-1

то теорема будет доказана, если мы докажем следующее:
Для любой последовательности точек гг V множество д/>гг 

не пусто. ■
Для этого мы построим последовательность точек вида /гу,։ 

1Г^. Гг, Уг ( * . г 1. 2. . . так, чтобы при любом г выполнялись 
условия: ■

Г г* г—1 ^г1гУг,

1 УгУг~ \'г+1Ь+,уг+1.

Тогда, в силу того, что множества \'г/гуг компактны и образу
ют убывающую последовательность, будем иметь

1 I ^г~г ~։ Л I г^гУг -0« 
г I г 1

Перейдем к построению последовательности /гуг. Пусть ^—про

извольная точка из Г, и у։=г։. Тогда Г։г։Э УХТХ2^ У։/։у։. Пусть 
найдены точки /։ . . 1Г и у։, . . ., уг. Если У^гугс:( Д' №гТг)2г+\, 
то Гг/гугС/?ггг+| и можно взять /Г+| = 7Г, Уг+1 = уг. В противном вииии»
случае, если учесть, что в силу б) \'г!гУгС №<гг+|, будем иметь 
^Л-УгЛ И'г7>Сг4.|7 0 " следовательно /ГУ/-г7+։^ Тогда, в си
лу с) существует точка /,+1£Гг+1 такая, что

Ичлб+1 г"-1/г/г)7г,“+1
ил и

I г , |/> + 1^г I | • I г1 гУг-

Полагая у,+| = г,+1 будем иметь

1г |/г + 1У< + | Тг+|7/ |Уг+1--- I г + 1 /г + |2г+I — /'г+^г + Ь

Продолжая этот процесс неограниченно мы построим требуемую 
последовательность (гуг. Теорема 2 доказана.

Так как связная группа порождается произвольной окрестностью 
единицы, то из теоремы 2, такими же рассуждениями как при дока
зательстве следствия 1 можно вывести
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Следствие 2. Любая сетная локально-компактная группа по
рождается некоторым слоим подмножествм нулевой хаароеой 
меры.
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