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К построению надежных схем из ненадежных элементов 

(Предсыплено академиком АН АрманскоА ССР С. Н. Мергелииои 26/1Х 1971)

Идею построения надежных схем вз ненадежных элементов с 
помощью их дублирования и надежного голосования выходов, пред­
ложенной Джоном фон Нейманом ('), не учитывает функциональные 
н структурные особенности схем, т. е. там не решается задача получе­
ния требуемой надежности схемы введением минимальной нзбытич 
пости аппаратур.

Целью настоящей заметки является построение алгоритма нахож­
дения минимального числа «самых важных» элементов в схеме (реали­
зующей функцию алгебры логики), дублирование и надежное голосо­
вание выходов которых обеспечивает требуемую надежность схемы

Пусть схема 5/, имеющая п входов и один выход, реализует 
булеву функцию /(х։...........с„) и состоит из функциональных элемен­
тов, которые некоторым образом пронумерованы. Обозначим их через

Хр А'։.........Х.у.

Пусть с вероятностью р,. Л = 1, V; а 0.1; 0 Р/ = Ал-ф А ։<՜ ) 

элемент Л’/ превращается в схему, реализующую константную функ­
цию =. Пусть вероятность появления набора (д։........ тя) из нулей и
единиц на входах схемы 5/ равна <7(а»,.... «я)=1).

Определим вер нтность появления ложного значения на выходе схе­
мы 5/. при условии, что на входах всегда поступают •правильные*  
наборы (։։.........։я|. Обозначим эту вероятность через Р>/ (?, А А*-»)
При этом будем говорить, что схема 5/ работает с надежностью 
I—/Ъ(АА.>.........Ам.*).  I

Заметим, что значение выхода каждого функционального элемен­
та X, (/=1,Л’) схемы 5/, вообще говоря, зависит от набора значений 
входных сигналов (։„. ..,։„) (его обозначим через -V/ (а։.......ая ) I.
поэтому значение выходного сигнала схемы \ зависит от значений

- -«л) (/=Тм

Значение выходного сигнала схемы 5/ обозначим 
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֊МХ|.- • •. ЛСе)-5/(*,(», ....... ®д).......Л\(։։.........։я) ).

• V ..... | II (I р,) 1||
«-։ г •֊ Л! кМ.!

Если элемент Л'Д/—1,Л) превратился в схему. реализующую констант­
ную функцию а (з=О։1)։ то ми говорим, что элемент X/ прекратил 
ся в X*.  где ,,вл)=з. Обозначим

........ = Х <7(®|...................«„ИЗД*, .......X,............\'м.......Х„)ф

®5/(Х։.......Х;‘>.......Щ....... Хл), (II

где сумма берется по всем наборам значений входных сигналов 
(’1..... ’л). Очевидно, <2՝/1»'|>> есть вероятность того, что если
элементы Х<։....... Х/4 схемы 5^ превращены соответственно в Х’«,.

.... а нее остальные элементы функционируют правильно, то на

ее выходе получается ложный сигнал. Обозначим ЛГ = [|,2,. ..VI.
Тогда очевидно

п₽и. П |1֊Р(|. (2)
। и...... Г»1

где внутренняя сумма берется по всем 2* наборам значений (в<։......з,«)

(««,=0.1; У=։.Л). а внешняя сумма—по всем 2У—1 наборам индек­
сов^......... /*)  (£=!../¥). Обозначим

— “<\о> * ^։*> * (՛> ’

’2*7  называется активностью элемента X/ в схеме 5; относительно 
функции распределения </(»,►...«„) вероятностей появления наборов 
(*։»•••»««)  входных сигналов схемы

Выделив линейную часть, формулу (2) перепишем н следующем 
виде. •V

( (дРг^ • •Р'՝ > )= — •/,։>........Р՝.»)-
1 — 1

Теорема. При р|><^-* —(/= 1,^; а=0.1)

7ty.Pt,........ Рх» ><4ЛРр*.
где р=шах р»,։. 

й ՛
Доказательство. Поскольку для всех наборов ц) н

К>... , )
.......то

?(</ Р։.'

V V У
I Л-

4 1 I
I Л.... . -Л՛ (։,.. .։■» >

/’/ч П 
г Л։

..... »»<’’?

(|-рг)+...+

• П Р!.*1  X

71



n (
Г M ; /։.... ik I

ЛЛ’.х) • Пр, 
/ M**3n )

V о f2 - <*■> A*. )

PS,(</, pi.,............Av..)^S ^7' 4AV.
i I

Опишем алгоритм оптимального дублирования элементов схемы 5/. 
11редворнтелыю заметим, что при тройном дублировании некоторого 
элемента Д', схемы 5/ н надежного голосования выходов этих трех 
экземпляров, вероятность того, что результат голосования будет одной 
из константных функций 1 или 0, не превосходит числу бр*. Дейст­
вительно. для того, чтобы значение выхода голосователя было конс­
тантой 1, необходимо и достаточно, чтобы хотя бы два экземпляра 
элементов Д', превратились в Д'!. Вероятность этого события равна 
/>,\—Зр; ։( 1 л)1/'?|- Аналогично получим вероятность того, что 
выход голосователя реализует константу 0:

Л.о=3А;.и(1֊/’/) I р;.о.

Можно убедиться, ЧТО
(5)

Таким образом, тройное дублирование и надежное голосование выхо
дов трех экземпляров элемента Xj с точки зрения надежности схемы 
.Sy означает, что числа р/„ и /»,.о заменяются соответственно числами 
р\ । и p'lU. Наша задача заключается н том. чтобы для заданного

/»<Л’ <7/,......ai4i 1 '* (3

Sf 
,6i>

= (l T2p)v

- 1 - 2Xp = (1 -L- *_ ’/>)-r -1 —2.\'p sg 1 - 2Np =

-,+2Л>+"ww eKX,_, _Wp= 
2! 3!

где 0<5 : 1.

Из условия P/.,՛ — (/=1, Л* 5 * 7; a=0, 1) следует 
2 . V

A>
3

e2i.\p №p

Следовательно. =(<?, p\,>............pxA.\np-.
Итак.

(4)

A.I- 1\.^рг
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Еи(° «о найти минимального числа элементов Х}..........X, т в

схеме 5/, чтобы при тройном дублировании этих элементов выполня­
лось неравенство

Ay ........ Рtl, ,.... р,,
Эту задачу мы решим для случая

X'-ir
8

■ Р''■՝ )~^о-

(6)

Исходя из формулы (4) алгоритм решения поставленной задачи опи­
сывается следующим образом:
1. Определить значение

V1

Если ։ г,' Г° работу алгоритма считать законченной, в противном 

случае перейти к п. 2.
2. Среди слогаемых -ft (i=l,7V) найти максимальные. Пусть одно 
из них (например, с меньшим индексом) является . Дублировать 
элемент Хг в три раза, присвоить буквам />г.\ и pt о значения pi । р,.о 
и перейти к п. 1. Из условия (6) следует, что при .V 2 более, чем 
тройное дублирование элементов -V/ схемы S/не приходится. Действи­
тельно, если максимальным среди Выявляется <2-V=2^., А,„ + 

H֊S/ ։I р\. ,,то имея в виду (5) и (6)*

N с
I е= V <25/ < N о » N{Pr (14 ,Г ,) 6 Д' /Г

! т. e. уже дублированный элемент Д'/ вторичному дублированию не 
| подлежит.
I Пример. Пусть схема 5/ реализует функцию /(л֊։........ л„ ) - л։ Ф
г 4- л՛.' ։ (л,глатг ... vхм) (рис. 1). Пусть базисными элементами являются: 
(.Л" («и“). № (.или*)  и , * („нет*).  Элементы схемы пронумеро­

ваны, как показан на рис. 1: элемент с номером / означает А'։ (/—1,
I 2 4 1). /?/з=Ю 8 для всех /,<։(/-1,2,... ,41; т==0.1) н </0, а։<)= 
■ =-1^(7^ 0,1 ;/= 1.2... ,34). Пусть требуется, чтобы после дублирования 

■ необходимого минимального числа элементов и надежного гслосова- 
I пня значений выходов этих элементов схема X,- работала с надежмо- 
■ стью, не меньшую 1 где -и=Ю ՛* Исходя из формул (Ин (3) 
■для данной схемы получим:



= <2 5/ = <• ?/ = 
Л <• *л пи

1()-Ь

Рис. 1

Очевидно, выполнено условие (6), поэтом) описанный выше алго­
ритм применим зля данной схемы. После применения этого алгоритма 
получим, что для обеспечения требуемой надежности схемы необходи­
мо дублировать элементы Ад|. Л'д։,.... Л'4 ։ (ни рис. I они заштрнхо- 
ваны).

Замечание. Изложенный выше алгоритм оптимального дубли 
ровання можно применить также относительно схемы 57, имеющую л 
входов и /л выходов, реализующую систему функций алгебры логики
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• •>** ’л)« * * •«/лл( - • • ♦ -՝ п ։)•
При этом в качестве значения е (см формулу (7)1 необходимо взять 

л
։=^(/т,|51 . где ։/= (здесь Ц4' '// есть активность эле­

мента Л’/ схемы $7 относительно ее /—го выхода, соответствующего 
функцию /, ),

«Автор считает приятным долгом поблагодарить А. В Петросяна 
за ценные советы.

Армянский педлгап(Ч1ХЖнА ннстппт 
нм. X. Авовяна

Շ. |ւ. 1‘Л91ШЬ

II.Г.Ки।иш|ի 1.|ԼմԼքււո(ւԼրխ| Кп111Ш||| <ւխ1'մւս1ւհր կսււււււ<յԼ|ու ւ|Լրւււ|՝Լր |'П|

իրականացնող ստրրերի վերածվեյոէ հ տ վանականությունն երբ» Կախ-

Դիտարկվում / ո մուտք և մեկ I լք ր»։Լ ե ցո ղ տ ր ա մ տ [՛ աԼ ա կ քսն հանրա - 
Հաշվի ֆոէնկցիա իրականացնող սխեմա, որր Հավաքված Լ ֆիքսված բաղի- 
սա էին Ւքեմենտների վբաւ Սիւեմա յո։մ օգտագործված յուրաքանչյուր Լքեմ են- 
էոի համար տրված են նրա' Համսւսքասւասխանաոար է և 0 հաստատուն 'ֆունկ­
ցիան եյւ
ված այց հավանակա)էություններից և սխեմայի մուարին տրված ադդտնշսէն- 
ների համախմրուքքյունների ՀաՍցես ւրԱքՈէ հավանականությունների բաշխու­
մից որոշվում է սիւեմս>յի եյրի սխայի Հ տվ անականոէ թ յո»ն րէ (1րոշ բնաբան 
են քէ ա ցրոէթ շունն երի դեպքում լուծվում Լ մինիմայ թվով Լյեմենտներ կրկնօ- 
յքինակեքով ք եոապատկելով^ ե նյ»անց եյբերր հասալիորեն որվեարկելով- 
ոկէյբնակւսն սխեմայից նույն ֆունկցիան իրականացնող, Րա19 պահանջված 

.Հուսալիսւ թ յամբ աշխատող սխեմա սոոանայու խնղիրրւ հնղրի քո» ծ ւ1 տն ալ- 
էյս բիթ մ ր ցու ցադրվում է մ ասնավ որ օրին ս՛կի վյ»աւ
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