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В серии работ Райса, завершенных в монографии (’). исследуют
ся обладающие некоторыми специальными интерполяционными свой
ствами параметрические семейства функций, которые мы будем назы
вать (/-разрешимыми (Уаг(зо1уеп1) Хотя и развита довольно об
щая теория наилучшего приближения функций элементами И-разре- 
ши.мых семейств, как отмечается в (’), кроме рациональных дробей, 
известно весьма мало примеров таких семейств; в (’) приведен их 
полный список.

В настоящей заметке лается пример иного характера, чем ука
занные в (’) А именно, выделяется некоторое нелинейное выпуклое 
подмножество в совокупности многочленов по следующей системе 
Чебышева порядка Л (Тп—системе).

Пусть строго положительные непрерывные на |0; 1|
функции и

л0(х)=®0(х),

0-1
«/(■*) = к-0(а) I /, )<//,

О

(/-1.......... «).

То. что |«/|" и образуют '/„—систему известно (*) и легко проверя
ется. В самом деле, замечая, что г»,-= (и/к։0)' (т==1.......... п) выра
жаются по формулам типа (I), допустим по индукции, что об
разуют Тп л—систему. Тогда в силу теоремы Ролля многочлен 
в
Я(х)=2 а/иЛх) по системе (I) имеет п нулей, так как 

/-1

В |^И/»о(х))’ = Х а{гч(х),



будучи многочленом по |г^)"ш1, имеет 5£л—I нулей. Множество 
всех многочленов по системе (1) будем обозначать через Н{«7)?_0.

Рассмотрим семейство Р непрерывных по л и </ функций Е(х, а). 
л |0,1|, а6<2сйп+ь

Определение 1 Говорят. что Р обладает 7—свойством поряд
ка г г{а*) в точке а* (?, если для любых а £ Ц, а а*, разность 
Р(л՜; а*)—Г(л; </) имеет <г(а*) нулей.

Определение 2. Семейство Р называется локально разреши
мым порядки $ = $(о*) в точке если для любой последователь
ности точек 0 л'о ' . . . <хЛ 1 и любого е^>0 можно указать такое 
<•>0, что из неравенств

|Г(.с։; а*)— у/|<» (/=0.............. 5)

следует, что существует такое для которого

Г(х/; а)=у/ (/=0, . . л),

|Г(х; а») - Е(х- а)|<1 (0О-*< I).

Определение 3. Семейство Р называется V'— разрешимым 
порядка п, если тля любого порядок 7—свойства совпадает с 
порядком локальной разрешимости, причем

/•(л*)=$(а*)֊ п; г(«) сопзР.а^ф.

Для того, чтобы выделить V разрешимое семейство в R
введем операторы

/о/=/. .. я-1-1).

Если Р£ Н|®/);_0, то существуют и непрерывны все £4Р.
Теорема. При любом к 1) семейство

Р*=|Р€Я|»/1‘_֊О։ н ,:(Л*Р)(Д) 0. 0 Л- || (2)

является У-разрешимым порядка п.
В частности, для алгебраической системы.........которая соот

ветствует случаю а»0=|, то/ = / (/=1............ л), семейство РА состоит
из многочленов степени 1 и из тех многочленов степени 
для которых Р'*’(л)У=0 при 0^X551.

При доказательстве теоремы будет удобнее пользоваться другим 
описанием семейства РА. Положим

гА( л) = ™к(х)

г» /(л) = »а(л)
ж /й-ь/—։

. |(6к I )<//*+ 1 I

О 0

(/= 1. . . м
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Обозначим через II множество всех строго положительных на |0; I) 
многочленов ио /"„ *—системе [г* ։|^0 Зафиксируем Л Н и пост
роим функцию

* 4-2 г* ։
и».*(х)=-и’0(х) и>,(/։)г/Г։ ■ • • | { Л (Г >)։//>. (3)

О и П

Функции |н0, . . п»_։, м*А| образуют Г,։— систему, так как в роли
и’к и формулах (I) здесь выступает А(х)>0. Обозначим через R/, 
множество всех многочленов

*-1
Р/Дх; п) = £ (4)

<•0

Легко видеть, что R/, R;w;^ 0, Действительно, полагая
I
I *м—(5)

/ ы £

н подставляя (5) в (3), получаем

В "».*(•*)= 2 М/(х). (6)
9

Очевидно, мы имеем

г* ,(л) =(/.*н*+/)(л) (։ = 0.......... п £), (/.*м*,л)(х) = Л(х).

и, следовательно,

г*=и
ЛбН

R,

I Переходя к доказательству теоремы и рассматривая многочлен 
Рл։(х; а՝) вида (4), Аи£Н, будем различать два случая. Если и* = 
=5(<^........й*_р 0), то г(л*) = $(а*)=А. В самом деле, каковы бы
ни были точки 0 х0< . . и числа у0, . • .. у* в R», сущест
вует интерполяционный многочлен Р*,(х;н), для которого
= (։— 0, .... 1г). Но так как его коэффициенты являются непрерывны
ми функциями от у/, то легко удовлетворить всем условиям опреде
ления 2, н следовательно а(н*) = Л. Так как при а’-=0 многочлен 
Р»„(х; а*) -РЛ(х; при любом Л£Н. то Но, выбирая
у, по условию у/ /\(х,; <։♦) = (—1)‘, видим, что г(л*)=Л.
| Теперь допустим, что а* = (ч‘, . а»), <цг0, и покажем, что
при этом г(а') = х(о‘) = л. Записывая Л0£Н в виде

М*)==- ло^(-'՜)

имеем
Л.(х:а )=^ О;//Дл.) 

1-0

я
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Выберем %^>0 тик, чтобы из неравенств

Рв( ~ М < % (։ = ^. . • л)

следовало, что определенный формулой (5) многочлен Л£Н. Пусть 
даны точки 0< л0< . . . <\сл < 1 и число ։^>0. Для любых 
у0..........уп существует многочлен

5(Л-; С) = ^ <,и,(х) 
1-П (7)

по системе (1), такой что

$(.*/; с) = у։ (7 = 0.............п). (8)

Выберем ^>0 так. чтобы неравенства

<т*) — у,| < (/ = 0............п)

влекли за собой для многочлена (7), удовлетворяклцего условиям 
(8), неравенства

|А»а.(-с; а )-5(д-; с)|<8 (0«5№=1),

~ **<1 (<=А\ . . л). (9)

Если положить с{=а‘Ь, = л) и определить Л и «».А форму
лами (5) и (6), то многочлен (7) можно написать в виде

♦ л ]
5(х; г) =Х с(м/(л) + «?и.л(л), (10)

1-0

причем, благодаря (9), Л£Н, откуда, благодаря (10), следует, что 
5(֊с; с)£Рд. Таким образом, мы доказали, что $(<г*) = л.

I ак как функции (1) образуют Тп -систему, то г(л*)- л. Но ес
ли в предыдущем построении взять 

у«=^.(л,; «•) н-о'А- (7=0, . . Л),

то 5(л; с) £ РА. и разность Р„ (х; а *)—5(л; с) будет менять знак л-Н 
раз, следовательно г(а*) = л.

Ленин гра де кл н госу д а рс гвенны й 
педагогический институт им А. И Герцена
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Վ II Վէ՚ԴեՆՍԿհ
V - |Ո»ծԼլի ւ ազմանդէսմՈԼրի բնտանիք նԼրի մասին րստ У1.սիստեմի

Հ'“'" ՛մերինի (*) սիսաեմի րադմ անդամների րադմո, fjր.,ն>ս մ աոանձ- 
նաքրի,,մ I (’) Հավասարականով որ„;վոդ F* րնտանիրրւ համաձայն (’)֊/■ 
մաքքվամ Լ I -(Ո, ձե/ի,,, կան դադափարր և ապայո դվա մ է, "ք f к րնաանի 
քր ո-րդ կարդի V֊(n,Ak^ Լէ
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