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Плоская задача теории уируюсти для односвязных областей 
с углами при заданных на границе внешних силах

(Представлено чх-корр. АН Армянской ССР О М Санонджяном 17Д1 1974»

Методы решения основных задач плоской теории упругости для 
областей с гладкой границей изложены в монографии 11. И. Мус.хелн- 
швилн (’). Используя интегралы в смысле Радона-Стнлтьеса, Л. Г Маг 
нарадзе (-1) обобщил интегральное уравнение И II Мусхелншвнл । 
для первой и второй основных задач на случай областей с углами 
Применяя интегральные преобразования в биполярных координатах. 
Я С. Уфлянд решил ряд задач плоской теории упругости, а также 
изгиба упругих тонких плит для областей, составляющих внутренность 
или внешность круговой луночки. Эффективный метод решения рас­
сматриваемых задач предложил С М. Белоносов (6). реализовав реше­
ния ряда практически важных задач. Интегральное уравнение ( М. 
Белоносова построено при помощи методов конформного отображения 
н одностороннего преобразования Лапласа.

В настоящей статье предлагается другой способ решения первой 
основной задачи плоской теории упругости для одноевнзных областей, 
контуры которых имеют угловые точки, основанный на непосредствен 
ном выделении локальных решений, возникающих в окрестности угло­
вых точек контура и сведении решения к интегральном) уравнению, 
относительно неизвестной плотности интегрального представления, 
которое является обобщением интегрального уравнения Шермана 
Лаурнчелла.

I. Пусть конечнпя односвязная область S ограничена к\с<>чно 
гладким замкнутым контуром Положим, что a.j(j - । .-<•֊•п1^ >|Л“ 
ние точки контура, отличные от точек возврата.

Бигнрмоннческую функцию £’(А*.у) будем искан, в виде
/ГТ

= <4(х, уН

где 2t-’0(.v,y)- /(-1-1-
представляет действительную функцию I Чп|< ՛•



<֊’/(л‘.у) = /։/(*֊<»/) + Z։/( *֊»։/)+ (г <*/)?»/(г—иу)4 (г up=v(r֊։J/)

комплексную бнгармоннческую функцию
(1.3)

переменной z=x-f/y> 0П|
сываюшую напряженное состояние в окрестности вершин сектора, ог, 
разованного касательными, проведенными к контуру £ и точке

Полагай, что в (1.3) г —а^=г^е^1 и что
/.1/(г-а7)=<Л/(г-а/)Л' +‘,

?,;(?-, <p։/(z-gy)=tf4/(?-o7-p , (Щ
получаем
/г(Г/н/)=Г/ / 6x/sin(/y-b 1 )н/4 ^/cos(/74- ПН/4Л/*1п('/֊ 1)н^

+ ^7соз(Х;—1)8у] (1.5)

1ле ^'.’/”^1/4՜^?/»

^4/)» ^1/’=^з/ * ГЛ/» (1.6)

i мнимая единица.
Следуя Вильямсу (;), удовлетворяя с помощью (1.5) однород. 

ным условиям для напряжений на прямолинейных сторонах *“•/=։/ и 
м7~3/. гд»՝ (//—։/)-угол, образованный касательными к контуру в точ­
ке <// . причем 0 ?/—։, ^2՜, получаем систему четырех однородных 
уравнений для определения коэффициентов АЪ(А=1,2.3,4;/=1,2,../я1 
Требование наличия нетривиального решения у этой системы прнво 
лит к характеристическому уравнению относительно > ֊/:

sln^HS; I, )=/-sln2(3/ -i, ). (1.7.

Учитывая, что ранг матрицы указанной однородной системы pane՛ 
трем, нетривиальные решения системы имеют вид

где £՛
дЛ'։у=//(>7 — |)slnl(/y 1)3, 4 2»/| —(О — 1)$1п|(/7 1)?>— 2я, // | — 

֊1';֊1)Мп(//41)?/,

д*з/ = 1)COS(/., 41)3 j)cos|(//-ll'J/421/14- 

֊1 (>7-1)со5|()7-1)Зу-2։/)7|.

д ^3/e,/()/-J-1)s‘«l(7 и1%-2*/1 * l)slnKZ74-l%֊2«7>7i-

-(/j— l)sln(ky- |)3у,

л=>7(/7 1)со5[(/741)?/-2»/|—0/4 1)со$|(>7--1-1)'й -2а/ ( —

—О/—1)соз(Х/ —1)3>. (1^։

Комплексный корень характеристического уравнения (1-7) с 
наименьшей положи тельной действительной частью, будет харктерик՛ 
вать поведение решения я угловой точке, в окрестности которой |>Р" 
Не/, <1 напряжения будут обладать особенностью порядка 1- !?<*'/ 
Как показано в работе Л. 11 Каландия ("), получение характерно нм»'
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(КОГО уравнения (1.7) с помощью функции вида (12) возможно лишь 
при формальном предположении о Действительности . Благодаря при 
У1֊1ин։н<| функции пил.! (I 1| характеристическое уравнение (1.7), л 
Т;нокс коэффициенты соотетсгиуюшсн однородной (ИСКМЫ получаю, 
ся н предположений комплексности >■/.

Выражение для главного вектора усилии, приложенных к дуге 
контура от фиксированной точки /(| до переменной точки /. на с» новации 
(I I). (1.2) 11 (1-3) будет иметь вед (')

zj \ ■ — ‘‘я
- ?(') ;/□'(/) -ИО 1

ОХ 0у/ /->
?!,('•֊) (t-at ) ?(/(/ 0))

4֊Ы* ֊ "/) I т-.ч(/֊ I U 1<;(/ - 4j ) 4 <■/( / <</)! —

֊--Л’(*П ; Со.

7.
11.9)

где ;ц(г- а, ), ?2Д- а, ), б0(г а, )=/,/? <i/) = /,,(r а, ) 

определяются по (1.4), (г¥лф/>'п)(/х— главный вектор внешних уси­
лий, приложенных к элементу дуги контура (1$ с внешней нормалью 
п. а Со комплексная постоянная, которая в рассматриваемом случае 
односвязной области может быть положена равной нулю.

Обозначая

?/(*>=?։/(* <Ь). (') =/։,(‘ а/) /;/> «А

/(/)=/ 1’(Л'й+/гп) <15, о по
V Г-

условие (1,9) можно написать п виде

?(/) + / 7(7՜) 4X04 1 ь (П+(/֊й/ )=/(гН֊'?/(И|=/(0. (1.4)
/*ц.

которое и является граничным условием для первой основнон ’՝*-1л |11 
для одпосвязнон области при наличии у ее контура ш хиовых и в-

Вводя обозначения

<р*(г)==?(2)+֊
Я1

Л »

1П । — I (1 I ° 1•!>*(г)=|(г)4- | Ь (г)— а/ 7/ (г)|

граничное условие (1 11) приводим, в частности, к ибышомх

Учитывая (1.4). (1.6). (18) я И- '«) граничное условие (I

записываем так

у (/)+< 7(0 +W -/('>֊ ДМ </)+5^ "•'4>
45



где
2;у(/)=(1 /Л'։,)(/-<!, ) ։'НД1 4/\'зР(/֊‘О »(՛ 1-

-I Р/ ~՜ 1)(Лз/4 /Лц)( Г — а, )

-’</ (/)=' / (1 г I Лз/)(£ —а I) (/—п7 ) ^ (>.у 4՜ 1)( Л.7 |/ Л ։7)( /—а>) > -

4֊(I — /Л’з/)(Г —Л/) А

Для решения поставленной задачи необходимо определить го­
ломорфные в 5 функции ?(?) и !•(*). а также т комплексных посто­
янных Ьч из условия (1.14).

2. Следуя I. И. Шерман\ (9). функции ?(г) и о(г) будем искать 
н виде 11

где •••(-) подлежащая определению непрерывная комплексная функ 
цня точки границы, имеющая интегрируемую производную. Обобщена 
представлений (2.1) на случай кусочно-гладкой линии интегрировании 
возможно на основании результатов, приведенных в монографии (10)

Интегрируя второе из представлений (2.1) по частям, получаем

Учитывая, что функции ?(О и !<(/), определяемые по формулам 
Сохоцкого Племеля, в угловой точке «/ линии /. имеют устрани 
мый разрыв, будем приписывать в точке И) функциям ?(/) н ■}(/) пре 
дельные значения функций ?(г) и ՛>(’). когда точка г стремится ь 
узлу и/ по дуге А/֊։ или /-, . Эти предельные значения равны между 
собой ввиду непрерывности «>(/). Переходя в первом из формул (2.11 
и в (2.2) к пределу и подставив их значения в (1.12), получаем

1 .* - — / 1 Р____  -/ т I __(П - ֊ «■>(.)</—==/(/| V к:, (/)ф^,(О .
2~|.) т—/ 2«,1 т—/ Л||

I. I
(2.3)

Эго уравнение является обобщением интегрального уравнения 
Шермана-Лаурнчелла, на случай областей с кусочно-гладкой границей

Обозначив через • =//(") уравнения гладких дуг £/. легко ви­
деть, что с помощью разложения по формуле Тейлора с остаточный 
членом в виде определенного интеграла, ядра уравнения (2.3) можно 
представить в виде £
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bent ' и t одновременно принадлежат Lt. Из (2.4) следует, что ядра 
уравнения (2.3) в угловых точках контура имеют конечные разрывы 
II, следовательно, для этого уравнения имеет место альтернатива Фред­
гольма. Заметим что в (2.4) функция ft (-) отлична ог уравнения пря­
мой. гак как в этом случае ядра (2.4) тождественно равны нулю, ес­
ли н t одновременно принадлежат Lj.

Учитывая равносильность уравнений (1.4) и (2.3), коэффициенты 
bt/ будем определять как функционалы из условий

°* 1
(?(/) ьЗ(77 V (f)dt г

J F
« k Ok

3 Ьу | »!;(/)</ Г |,

Л=1,2,... т, причем ая,+։=а։.
Определитель этой системы отличен от нуля, так как, как это 

будет показано ниже, при /(/)=(), однородная система допускает толь­
ко тривиальное решение.

Складывая уравнения системы (2.5), получаем равенство, в дей­
ствительной части которого содержится выражение главною момента 
внешних сил, приложенных к £.. который полагается равным нулю, т. е

Ре Д/)Л=Ю. <2 6)

шИшНшИтКЯ . лСледовательно, определяемые из этой системы функционалы о 
Учитывают требование равенства нулю главного момента внешних сил

.В случае действительности >у, действительные фзнкпионэлы 
будем определять из действительной части (2.3). Можно пока за г к, и< 
Функционалы Ьц могут иметь другие представления, отличные ог 
Рсделяемых по (2.5)*.

3. Докажем разрешимость уравнения (2.31. Парни > уравнен 
։2-3), следуя Д. II. Шерману (*). <>удем рассматривать уравнение
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Г (О '?'(') ?*(')+* = ЛО, (3.1)

где ?(?) и / (:) определяются по (1 .12), г'пв’*- а

Умножая обе части (3.1) иа dt к интегрируя по /.,

(3.2)

получаем
•՝

( М(/)б//՜-֊1 4- 2*# = Г/(О<#-
Л' ' I Л V—*о ^~го /I. ь *

Из этого равенства, с учетом (2.6) и (3.2). видно, что />=0.
Следовательно, имея в виду (1.12). можно утверждать, что урав­

нение (3.1) равносильно интегральному уравнению (2.3).
Покажем, что однородное уравнение

1 р -_ / 1 р___  -_ / т —
4֊ ֊ -5- <»0(т)^„ = -М1^/(0+^7(г)|,

2-1 । т—։ 2~1лж/ V/£ £
(3.3) 

полученное из (2.3) при /(/)=0 не имеет решений, отличных от три­
виального. Пусть ?0(с) и %(з) функции, определяемые по (2.1) пос­
редством плотности <ч0(՜), удовлетворяют на Л, согласно (1.11), условию

____  __ т । ____ ______
?оЮ 4-^0 (04֊%(П 4- 1 _’?;(/)֊+֊(/֊«>)?? V) 4֊ ’??(/) ֊0, (3.4)

равносильному уравнению (3.3). Функции <p®(z) и 'Ь’(з) определяются 
по формулам (1.10). в которых, на основании (1.4), (1.6) и (1.8), вмес­
то функционалов Ьч следует подразумевать функционалы Ь".. Имея в 
виду обозначения (1.12), уравнения (3.3) и (3.4) равносильны также 
однородному уравнению

#)+^)Ш=0, (3.5)
полученному из (3.1), с учетом того, что />=().

На основании теоремы единственности (п) и условия (3.5) име­
ем, что

r'it(z)*=itz+c, ь;(г)=-с (з.б)
Согласно (2.1), (2.2), (1.10), (1.4), (1.6), (1.8) и (3.6), равенства 

(1.12) можно переписать так:

tzz+cz= — I 4֊- V|^(1-i.Y37)(z—) 'J (1 ֊НЛу)(г—Д/ )'7|.
^“■1 J b--£ Z J*1 X

L
~c= I l'””< ■) ֊-"<(')+7Д I- D( Xn-iX^iz—,1/) 4 - 

4
-^7(1-։ХзЛ (z-U) )‘/-’|+^| G7 +1)(Л7- <xr;)(z-ej )“;֊

—ai lj (14-*2Gj)(z—cij J'v՜1)}. (3.7)
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Вследствие однозначности интегралов типа Копи, входящих в (3.7) 
заключаем, что

^у=0, (7=1,2, ...ш) (3.8)

С тедовательно и փ’(յ)=փօ (г).

Учитывая еще, что на основании первого из представлений (2.1 > 
и равенства (3.2), для случая, когда вместо ч>(т) подразумевается 
«о (") следует, что

2/1т [?0(£0) | =2г1ш (?;'(г0) | =2/г=Ю, 
равенства (3.7) принимают вид:

Обозначив

(3.9)

(3.10)

(3.11)
легко видеть, что равенства (3.9) равносильны условиям

0 для

из которых следует, что функции 5(г) и ;(з) голоморфны вне 5, при­
чем с(ос) = 7(00) =0.

Исключая, далее, ^о('с) из (3.10) и (3.11), получаем

40 М*'(0 Н(/) = ֊2/с, (3.12)
которое является граничным условием первой основной задачи для 
бесконечной области, составляющей внешность I, при отсутствии 
внешних сил.

Пользуясь в отношении (3.12) рассуждениями, которые привели 
к решению (3.6) задачи (3.5), учитывая также, что 4 * )=--(:о)=0, 
получаем о(г) = -|(г)^=с==0, а следовательно и ։»о(':)=О.

В .заключение отметим, что вышеизложенное с незначительными 
изменениями применимо к бесконечной односвязной области с углами. 

Ереванский политехнический институт им. К. Маркса

Ս. II. ՕԱՐԴԱՐԺԱՆ

Աոաձզականարյան տեսության հսւրթ խնդիրը ւքիակասլ 
անկյուններով տիրու յթի Տամար արտաքին աժերի 

ազդեցՈէ թյան տակ
Հողվածում ա ո ա ջ ա րկվո։ մ կ մի նոր եղանակ աոաձղականության ւոեսոլ- 

թ/ս/ն հարթ իւնղիրր լուծելու Համար, երբ միակաոլ տիրույթն ունի վերջավոր 
թվով անկյուններ։
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Նախապես անջատելով անկյունային կետերում առաջացող տեղ ական 
jniA ու մն երր, խնղրի լուծոէ մր րերվում է մ ի իՆտեղրտք Հավտստրմ աՆ չէսծ. 
մանր, որր հ աե ղ ի и tub ո«մ Լ Շ ե րմ ան • Լա ւս ր ի չե ц ա յ ի ինտեղրտլ Հավէսստրմւսն 
րնղհտնր աց Ոէմր։

Ասրւ՛ gm ցվում է այղ Հավասարման լուծելիությունրէ
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