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Построению границ областей неустойчивости для возвратных (') 
и, в основном, для канонических систем посвящены работы (' |։). 
Здесь приводится новый способ построения, позволяющий дать удоб
ное аналитическое представление для границ Получены в общем виде 
условия устойчивости.

I Рассматривается система дифференциальных уравнений видя 
(1։).

1^(001^ НР-У(ОГ)
<11՝

<1 г
<11

+ |С+рР(0ОП=О. н 0.

Здесь У’ т-мерный вектор. О, р вещественные параметры, т т 
матрицы ()(-), Л'(”), Р(т) периодичны по т и разла։эются и ряды Фурье

(?(х)=£ = ?
Л- •

где матричные коэффициенты
- <г»=1И'||Г. "»=«'!!’• 'ЖТ (1-’'

удовлетворяют условиям

2 тИ<~. 2 *ЦЛГАН<=О. Ё
А- - »

Матрица С диагональная с элементами ш* .(«/ -0. /=]...... ,и)

Ищем решение системы (1.1) в виде ряда

Для векторов Г, получаем бесконечную систему линейных алгебрам 

ческих уравнений:
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|£(Д-|-*Мг 4- С|} д=нХ Л14_*(/Н $И)Г,=О (* 0. + 1. * 2,...), ц ,1

где Мь(Р) = <1-кР*-гЛг-лр4-Р -* (А=О, ±1,±2„..).' (ц
При р=О система (1.1) имеет характеристические показатели 
(/=1........т). Известно (’), что резонанс в возвратной системе нозм«.
жен при достаточно малых н>0, [9 %|, если

|“7±»л|=лво (ЛЛ=1,...,т; л-0,1,2,...). |

При р=0, 5=0о бесконечная матрица коэффициентов системы (13| 
превращается в диагональную с элементами
Ыр) = (Д + (* = о. +1. ±2,...;5-1..............т). (1.5)
При /?='Ч в случае резонанса несколько коэффициентов ^^(/шу) об
ращаются в нуль. Из множества чисел ..... т} выделимте
которые отличаются от /«у на целое кратное 9в. Обозначим их через 
₽>, . . р. (»^2т). Полагаем

г* = ®о'(Р«—Л). И = ш/ (5=1..............а). О

Неизвестные у*5, коэффициенты при которых |Г^Л(А՝»у) обращаются » 
нуль, назовем особыми. Переобозначим их через «, и объе
диним в вектор и. Остальные неизвестные у*։ переобозначим мере, 
г։, г9, . . . и объединим в вектор 7. Строки и столбцы бесконечной 
матрицы системы (1.3), которые содержат элементы £>ч(Л"у) - 0, на 
зовем особыми. Система (1.3) примет вид

(А )‘А)Л 4- = 0. + (С։4 \>С,)и 0, (1.6)

где Л„ С։ диагональные матрицы с элементами (1.5), а эле 
менты матриц Д։, Л, В., С։ составлены из элементов матриц И>(/Н 
(1.4). Гак как ОеМ։*0, то вектор 7. можно исключить из системы 
(1.6), что приведет к конечной системе уравнений относительно 
и։...........и«: .

■'' равнение для характеристических показателей р, близких к 
найдем из условия существования ненулевого решения системы (1.7)

I ак как при достаточно малых значениях |р /шу|, |ц|, |0 90| выпол
ниется неравенство || нЛ։'А։ || <3, то элементы определителя буду
голоморфны относительно р, ц, 9 в точке р /«>у, |»=<), 0 — 9, 

2. В случае
женин уравнение 
вид

о-
приблн 
примет

простого резонанса, когда и = 2, в первом 
(1.8) для характеристических показателей

то есть в первом приближении можно в качестве элементов
(2.1) 

опреДР
лителя взять элементы матрицы системы (1.3), находящиеся на пере 
сечении особых строк и столбцом. Пусть соотношение



«О—+ (/.Л=1............./и;л=|.2։. )

выполняется лишь при одном наборе индексов /, И п 
Урввнеиие (2.1) примет вид

(2.2)

— О,

где наедены обозначения

®»1 =р2 4 4 ик^Р’ 4- ^р !- -{{■>] 4-. . .

а» = ик^Чл ֊ «ОО* 4- *JJ’(p - nhi) 4֊ дон] 4 . . .

= PkfrV + Ч7'”р + Ч7Я11 4 • • •

о„ = (р nf)i)~ -f- <wj + н!С(Р «*0‘ i <3р ֊ «0/> 4 4-.,.

Вводя новые комплексные переменные v, /.

p=iu>/ iv, 9 -0О 4 / (2.5)

и отбрасывая в (2.4) члены второго порядка малости и выше, из (2.3) 
получаем квадратное уравнение относительно г. Условие кратности 
корней этого уравнения определяет границы области неустойчивой и 
а первом приближении:

; О(р’).

)• <2б>

При выводе этой формулы учитывалось, что для возвратных систем 
всегда выполнены условия *^’’=0, *|{2 = 0, lmg = 0.
При к точке |‘=0, О % примыкает область неустойчивости, 
при я 0 решения системы (1.1) будут устойчивы при достаточно 
малых значениях |р|. |6 — So|. При g = 0 вопрос об устойчивости не 
решается по первому приближению.

3. В общем резонансном случае уравнение (I 8) с учетом обоз
начений (2.5) принимает вид

l)et| 2ПА/-2П/?// £о»—2/?т>>.-/?»/’4 1‘Ф(1'« z՛ ^И=°- <31)

*десь II, /<• -диагональные матрицы соответственно с элементами 
Ы» • . Ы; Г„ . . г.. На пересечении 5-ой строки и т-го столб
ца диагональной матрицы 1 находится 41. еслн 11 '• ес,1Н 
Р» 0. Матрица Ф(т\ >, р) голоморфна н точке «•’ —' 1 ,։> ՛ Равне 
нне (3.1) преобразуется к виду;

Dell Л» 4 /?>+1‘1Г(։’. >. 1‘)1=°.
Т(». ։.. (.)—<2П/+а>+ Л'> 'ф|։՛. г)- '3-''
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Так как Det П 0, то матрица Ч'(р, », р) голоморфна в точке 
=Р=0. Из теоремы 1 (։։) следует, что найдется матрица Н(>, р) |( 
ломорфная в точке t’ = X=p=O, такая, что уравнение (3.2) прим 
дется к алгебраическому уравнению порядка -I

Det | ft* R> -}֊ ]*/?(X, j»)| = 0.

Границы областей неустойчивости находятся из условия 
нулю дискриминанта Д(л, р)=Х*<* >> П (Г/ г5)’.

I • / г » а
4. Особенно интересен случай канонической системы

равенств

dt*
(С4֊рР(&О)У=0. (4.|iР = p(fjt).

Здесь и далее звездочкой обозначается переход к транспонированной 
комплексно-сопряженной матрице.
Бесконечная матрица (1.3) при Кед=0 и вещественных р, 5 будд 
эрмитовой. При этом коэффициенты системы (1.6) удовлетворяют ус
ловиям: Л|' = Л1։ .4‘ —Д., С" = С։, С2' = С։. Следовательно
матрица определителя (1.8) будет эрмитовой. В дальнейшем будр 
рассматриваться матрицы, голоморфно зависящие от параметров ;՛, 
!1 Такне матрицы будем называть эрмитовыми, если эти матрицы эр
митовы при вещественных значениях параметрон г\ /, р. Умножт 
матрицу определителя (3.1) слева и справа на диагональную с не 
шественными элементами матрицу 5 = (2П 4 Ег> \ А*/)1-. Приходим г 
уравнению

Del|/о //?), Ьр՝Г(о, I. р)| О, (421

где при вещественном v выполняются условия

Н ’(т», /, p)=4‘(ti, /. р), Ч'(«, /, р) = 5ф(-11, X, ■«).$.

Из теоремы 3 Iй) следует существование эрмитов »й голоморфной 
точке г> = > =р = 0, матрицы //(г, р) такой, что уравнение (4.2) мо
жет быть представлено в виде: Я|

Del |/с- + //?> -ф г/7(/, р)1 =0, //*(>> р) = р). (4.3>

Из представления (4.3) вытекает известная теорема М. Г. Крейна (4| 
о резонансных частотах для гамильтоновой системы (4.1). Действн 
тельно, если все числа одною знака, то / 1 /՛. Уравнение (4 1)
перейдет в уравнение

Det |/т»!՛//(/. р)| = ।>,

все корни которою всегда вещественны и, поэтому, решения система 
(4 1) будут устойчивыми. В частности, частоты вида (2.7) будут 
резонансными. В случае резонансной частоты 0о (2.2) уравнение (4 (| 
примет вид: Я|
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1*А.։('. I»)V -Н։АП<К» »*) 
р) -V + п> + рЛ„(л, р) = 0. *и('. р) = л։1о, Р)

Условие существования кратного корня этого уравнения может быть 
представлено в виде равенства

Ое1|Е' — рД(>. |>)| ֊0, (4.4)

Л('.
!*)+ Л„(>. 1‘) 2А„(>. р) ч

п \2Лг։(>, р) АнО.и) + М\и)/

Матрица Д(>, р) является эрмитовой и голоморфной в точке >=р=0. 
В силу теоремы 3 (и) найдется эрматовая голоморфная в точке 
/ =р = 0 матрица Е(|»), такая, что уравнение (4.4) может быть при 
велено к форме:

Г)е1|Л/ — рЛ(р)| = ' 1‘/и((‘)
—։‘Л|(Н

В силу эрмитовостн матрицы Л՝(р) выполнены равенства

При вещественном р для < получим выражение

Окончательный вывод сформулируем в виде теоремы.
Теорема. Пусть в системе (4.1) имеет место простой резонанс 
вида (2.2) и соотношение (2.2) для закрепленного % выполняема ч 
при одном наборе /, Л. п. Тогда границы области неустойчивости, 
примыкающей к точке р = (1, 5 = 0о иогут быть представлены в 
виде

± ||‘/։(10|. <4..֊»)

гое /։(р), 4(1») голоморфные функции в точке р = 0.
Замечание. Если р считать комплексной переменной, то условие 
кратности характеристических показателей, близких к ։*•»/ при доста
точно малых |р|, примет вид

н =% 4՜ 1*/п(։։) ± 1 ։1։/|։(1‘>/։|(!1),

где функции /։։(р), /։|(|») комплексно-сопряженные при вещественных 
значениях р. Пусть имеет место разложение

/,։(|‘) = «в+Н‘»| + нЧ • ■֊՝
Го։ да прнхо; »ш к выводу, что зввчевчв »,(>֊). ..прелелчкшие гра- 
вицы области неустойчивости, могут быть пред» i3B.it ни
веском относительно р виде

ау/ц I ол‘1 
2) «0<1он =°и 1 р/п(р) I1

/ <»ол* + 1՛
(4.7)
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Однако представление границ областей неустойчивости в виде (4.5) 
(4 6) принципиально лучше, чем представление (4.7), полученное по 
методу малого параметра (•). Функции р/,(н), будут голоморф, 
ними относительно коэффициентов ртф"’. При выполнении условия

II II «£*<«-

можно указать снизу положительную оценку радиуса круга голо
морфности для функций /։(р), /։(>1) в (4.5). Этого нельзя сделать для 
разложения ннда (4.7). В частности в работе (’) доказывается анали
тичность функций н (51) (4.7) при условии 0. В представлении 
вида (4.5) ограничение ао=/=О несущественно.

5. Выведем в общем виде уравнения границ области неустойчи 
вости в случае простого резонанса на частоте 0и (2.2) для системы 
(4.1). Придем к уравнению вида (2.3), где

т

г- I

г(-5) -(Л) 
г!

1р+$НУ I

О(р’).

ГП •

/I ----- Ц" *
• /Л • —, —

г - I »•» — \р |

ГН 
ап=11Ч;я) - ։1’ X

-I Ч 
Г/

« (р- дЛ/)«-*֊м>
: 0(рВ),

ОС

ак-(р-пЫ)г «»’ |֊С ________ Гп_____

(р 4-.^/)'•-!֊ °1?
4- 0(ра).

Ь 0(?3),

Л -

т

Г - I > ——«с

Штрих у суммы здесь и далее обозначает, что выпускаются два сла
гаемых, у которых при р = /шу, в = 0о знаменатели обращаются в 
нуль. Они соответствуют значениям индексов №0, г=/; $ = —л, г—Ь 
Во втором приближении учитываются лишь элементы матрицы коэф 
фнциептов системы 11.3), расположенные на главной диагонали.։ 
также на особых строках и столбцах Повторяя выводы предыдущего 
пункта, придем к общин формуле вида (4.5): I

8л*»у
(5.1)1Л(н)|-

Для /։(р) найдем выражение
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(5.2)

Вывод формулы связан с громоздкими выкладками и здесь не приво
дится. Построение границ области неустойчивости во втором прибли
жении осуществлялось в работах (,к). В общем виде формулы для 
областей неустойчивости были полечены впервые в (“), а затем в 
(«*) другим путем, приводящим к разложениям вида (4.7). 
Пример. Найдем область комбинационного резонанса системы

^Г֊-'и|У։ 2(»СО»2вГ8>С08&ПУ։=0. %

-^-=(•••’ 2; я1п 30/)у, 2(зсо$20/ з։со$5/)у։ <•
с/!1

Здесь я, 3, 7 — малые одного порядка малости. Из сравнения с обоз
начениями (1.2) найдем значения р՜).} 0 - >։, ■• = {)•, рж’ •> = ։,
ц-<։>и=а> ։1^л>= + 11. Из формул (5.1). (5.2) найдем границы 
области комбинационного резонанса при я=1 с точностью до малых 
второго порядка:

7
Н — ы, • о<։

(3<мж Ц- •5*֊»>а)а>
2«>|) Зо>1(ш1-р ^2)(и>| 3®2)(3<։»| 4

м»2(3о>։ I Зи^ЦЗи»! 4- 11 2) 3(^1 14>)(3^гт ‘"П

В этом случае, когда в коэффициенты системы входит несколько па
раметров, видна неаналитичность функции н (։, в точке ?
= 7 = 0.

В заключение отметим, что изложенный здесь метод исследования 
устойчивости, связанный с построением уравнения для характеристи
ческих показателей, может быть применен к изучению устойчивости 
возмущенных возвратных систем.

Кненскин ордена Трудового
Красного Знамени институт 
инженеров гражданской аанацнн

Ереванский политехнический институт 
им. К Маркса
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Կ. Դ Վ1ԼԱւէ|Վ. հ. 1Ւ ԿԱՐԴԱԱԱԼՆ
Դ«>ւէ1||ւն ii|inrpL!• ։ււկան Kbuiiurpura ս|ւստԼifնԼւփ uiiuiiuuliniւ(1ւԼւփ 

կ ւս । и ւ ն ո ւ p । in հ ո ւ и и ւ«Гն ւս и |ւ г п I p | ո 111 ր

/Л սու մնասիրվում (

|£ , ֊փ |C4֊|tP(&01y = 0

տիոլի ւզ տրրերական դ ո րծ ա կ ի լյն ե րո վ հետադարձ զծային դիֆ ե ր են if իա { Հա 
վա սարումն երի սիստեմի տատանումների կա յան nt թյուն ր t այսինքն այնէէքի
սի սիստեԱ ի, որի րնութադրոդ լքՈԱքիչներր սիմետրիկ 
ա ո ա Նդրի ն կ ա տ մ ա մ ր t

Վեյելշտրասի րնղհանրացվաժ VorbCl’tl էՍՈ g Z3tZ 
ստ արվել են կայունության տիրույթի եզրերն երկրորդ

ЛЬ դասավորված կեղ)

/I I, n ր l> մ ի о րքՆ ntթէամր 
ifոսրավորությամրւ Այղ

Л դ ր ե ft ր ներկա լարվում են H ի Ն կ ա տ մ ա մ ր ավելի հարմար անա/իտիկ տես. 
քքով, քան փոքր ւդարամեսւրի Օեթոդո V մՒնւ ույդ ստա լքված ներկա յադում 
ներր։

1'նութ ա զրոդ ցուցիչների Համար արվող հավասարումների կառուցման 
աոայարկվոդ մ եթոդր կիրաոելի Լ նաև դրդս վ ած Հետադարձ սիստեմներ/ւ
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