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О кратной полноте собственных элементов для одного 
класса краевых задач, мероморфно зависящих от параметра

(Представлено ЧЛ корр АН Армянской ССР Р. А Алексэнлряном 21/У 1974)

■ В данной работе устанавливается теорема об т—кратной полноте 
системы собственных элементов тля следующей краевой задачи на 
собственные значения, мероморфно зависящей от параметра >:
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Здесь 1,М, А’, £*(Л=1,2........п -2)—однородные дифференциальные
операторы с постоянными коэффициентами порядка 2», с*- граница 
т мерною эллипсоида 2, в котором рассматривается краевая зада
ча (I). (2), тг*(Л=1,2 я—2)—действительные числи, /֊комплексный
параметр.
[ Краевая задача (1), (2) в случае п=2 рассмотрена нами в рабо
те (։).
I Пусть /?(2) означает множество всех полиномов от переменных 
х1։...,хт, удовлетворт ющнх граничным условиям (2). Относительно
дифференциальных операторов /.. Л1. /V. /.* предполагается
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Целью настоящей работы является доказательство следующей
теоремы о кратной полноте.
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Тео ре мл. При выполнении условий (I) (’III) у систем* 
полино ииальных собственных функций краевой задачи (I), (2), ко. 

о
тора я п —кратно полна в пространстве 1Гу»(2). |

Доказательству этой теоремы предпошлем некоторые вспомога 
тельные построения и леммы.

Обозначим через #(’2) пространство всех полиномов от перемен
ных д։.....хт. Нетрудно заметить, как это следует из условия (I),

что отображение А :/?(’-’) -/?(’2) являете» изоморфизмом и поэтому 

существует обратный оператор А՜1. отображающий /?(2) на 
Применяя с обеих сторон уравнения (1) оператор £~‘, обратный к 
оператору А, перепишем краевую задачу (1>, (2) н виде операторного 

пучка в пространстве Р(-‘)

Ей сАи—'^Ви Ь V----- ------ С*//=0.

(41

|Де Д = -£-‘Л1, А/=֊£֊’М С*=£ 1 АЛ. (Л = 1.2........л-2).

Через обозначим пространство полиномов из £?(*-!), сте
пень которых не превышает п. 

м* О О
Тогда В(Щ=и /?.(*-’)• Скалярное произведение в R, (2) зада- 

»-г»
дим формулой

(/>.<?) = ( О’ \l.p-qdQ, (•)
•7 • I

Имеет место следующая
Лемма 1. Операторы Д, В, (Л=1,2...., п -2) для любого |>

числа х 2- отображают пространство /?։(‘2) в себя и являются 
сим метрическими относительно с калярного произведения (*), при 
чем операторы В, \!ак С* (Аг— 1,5?.....п—2) положительно опреде
ленные.

Рассмотрим гильбертову сумму п экземпляров пространств АА»(‘2|

Я,(У) = А>Д2)Ф • • • В Я,(2).
А М К I А

Скалярное произведение элементов/?=(/лр ,р։....... рп -а) и (/—

-?п из //,(•-’) имеет вид
• * п-2

1/Л 7|=</МН (Р'Л) Ь X (РЛ. С,*)
о

В конечномерном пространстве рассмотрим оператор /7,
заданный с помощью операторной матрицы, возникающей при линеа
ризации пучка (3) (’). I
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| В силу леммы 1 оператор И отображает пространство //ч("2) в 
:ебя.

Лемма 2. Если р {р,р .рх,р^-^Н$(2) собственный вектор
пера тора П, соответствующий собственному значению то первая 

коипонента р£/Ы(2) является собственным элементом пучка (3) <՝ 

собственны и значением у—\1». и наоборот, если рСЦ^2\ есть соб
ственный элемент пучка (А) с собственным точением >. то вектор

> 1
|=(Р, ֊/».--------— Р,-

/ лд։— I

Д Л ®
----- —— Р) 6 //*(’-’) будет собственны и век-
>ап-1~\

■юром оператора //, соответствующим собственному точению у —
И//.

А А *.
Доказательство. Пусть р=(р՝р՛ /=0 и Нр-՝>р.

Ар~\~Вр 4— ^\Р\ •. • 4 ------- Сл-а/Ц г — ' Р>
й\ а п-2
Р -!р՛.

Р-г-Рх =*Ру
а՝• <•. <<••• • •

р֊|------— рп-2 =>Рп г
(1п—г ’

Отсюда имеем
Ар + -Вр | V1 1 - САр = >р.

>. *-։ /4/д»—1

или. что го же самое

Ер-уАр֊^Нр ՛< _С_сА./;-=О. ргО. р=-- 
»-1 р-«* *

Обратно, пусть р^-0 £ /?։(-) удовлетворяет уравнению (3). Тогда не
посредственно проверяется, что вектор
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О 
является собственным для оператора // в Л/д(£2) с собственным зна
чением р=1/А. Лемма доказана.

О I

В пространстве Н,(У) рассмотрим оператор 6, заданный с помо
щью операторной матрицы

Е О О ... О
ОНО ...О

О О -С1 ...о 
а = ">

• • • • *

О О О ...— Сп 2 I
йп 2

Лем м а 3. Оператор—матрица О есть сим метрический, поло
жительно определенный оператор относительно скалярного про- 
и:<лсоения (*,*).

Доказательство. В самом деле, в силу леммы 1 для пронэволь
Лч А

них двух векторов р=(р.р'.ри.. .,/>п-з) и ?=(?,<,?։........?я_2) нз про

странства имеем

К'/\ ‘/1 = (Р.<1)+(Нр'я ') 4-^-С։Р։Л/Лч ...+ (—— Ся-г/?л-2.^֊з) = 
\«։ / \«л 2 /

= ! (/А ^<7 ) + (ри- С։ 7,
\ «1

= 1/’.о<7|. Я
о

Положительная определенность оператора О в Нл(&) следует из но 
ложителыюй определенности операторов Н, 1/о* С* (4=1,2....,л

и —)• В самом деле,

\^Р.Р\=(РРН(^Р.Р') (-Сур1.р1\ ...+(——С„ гр, 2. Р* 
\«։ / \ «л-։ '

с I Л
для любою вектора а из |0р./7|=0 следует р = р' = Р\^

= ... /7Я_2 = О, т. е./т—0. Лемма доказана. ж|

В пространстве //5(£2). наряду со скалярным произведением ( . / 
рассмотрим новое скалярное произведение

<р. <7> = |^;>, ч\. р.Я^Н^Щ.
Лемма I. Оператор матрица П является симметрически 

* пространстве //,(!-’) (.$ 2>) относительно скалярного прои,Й‘ 
пения (•, ♦). Я
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(окязптельстно. Действительно, для любых днсх векторов/?-

(Р Р Р\.....Рч ;•) и </={</. ч , ж пространства/7,(2) имеем

< пР,д>~\апр4\ = \п р,(՝,я\=(Ар+пр ^-с1Ру н... ■
«1

+-—с” ^рп-2 и» + ~С։?,)г... I (р-

I
 а1 <*|

4՜------- Рч ».—— Ся.?(/„ .)=(/?, Ад ь֊Вд'4֊ - С.о-|
<*Л-2 Л л-2 (/։

’ ~։)т(вр'.цН (-Цлл । “?Л+. •• +
■ «■*-։ \«։ я, /
I / I ] \
■ + ( Ся 1рл-1,ч---------- дя ? )- \(1р. Н<!\=<р.Ид>

\ ^я-2 (1Я *2 /
Здесь мы использовали леммы I и 3.
I Аналогично определению л—кратной полноты, данному М. В. Кел 
дышем для полиномиальных пучков, вводим следующее.
I Определение. Мы скажем, совокупность собственных фун
кций |?! с собственными значениями |/.| пучка (3) образует л кратно 

полную систему в пространстве IV; (2), если система вектор-функцнй

Е / > «։ Чп֊ч \|
»== Ьт?»՜------- — ?........ .....................г I полна в гильбертовой сумме

\ * #•«,—1 го„_а—| )}

п экземпляров пространств (S) Ф .. ,Ф U,”<։‘(2).
Доказательство теоремы. Из леммы 4 следует, что one 

рвтор /7 в пространстве А/Л(2) для любого s 2* имеет полную сис
тему собственных векторов. Следовательно, объединение всех этих

Л IL- sa* - - * г 4 ж
систем собственных векторов будет полной в H(,2)=UHK(-) Замыка

ннеА/(!2) в метрике этого пространства совпадает с //(’-՛) = 
О

J՝= С’) и у'с*-’), поскольку, как это показано и (‘). замы

кание /?(2) совпадает с Поэтому у оператора /7 имеется

полная система собственных векторов в /7(-| U/. (2|.
А это н силу леммы 3 означает, что первые компоненты собствен
ных векторов оператора И образуют и кратно полную систему 

I полиномиальных собственных элементов операторного пучка 
1(3) и следовательно краевой задачи (1). (2) в гильбертовом нростран- 

о
■ стве MZb>(2). Теорема доказана.
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