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Описание решений касательной проблемы Неванлинны—Пика
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В этой заметке продолжается изучение задачи, рассмотренной в 
(*)

Пусть и Н, фиксированные гильбертовы пространства, причем 
л։ = (Нп1 77, ^ла = (11т 772<по.

Обозначим через \Н, , Нь\ пространство всех линейных ограни
ченных операторов, действующих из //> в 77*  (у, 7 1. 2).

Через Н7)*(О)  обозначим класс оператор-функций М'(г) со зна
чениями в 77(77/ , Нь) . голоморфных в единичном лиске: О\: 
Ставится следующая задача:
(Л) (,касательная*  проблема Неванлинны - Пика)-

Дана последовательность точек

и две последовательности векторов 

7 С v«/ (£ //,)•♦*
и

r/(C77.J.

Требуется: 8) найти критерий существования такой оператор-
Функции 1Г1։(Л), что

«'(//)<// —Ц, ЦМ

б) найти критерий единственности решении,

,/А )—множество всех сжнмиоших (то есть с иприт! I < Г I 

' "-либо отрезок натурально, о ряд»: А' [1.2........- •”*"  ”«ь

Если н 11оследов/1Т<!льнос111 точек 
то будем пре Iполагать, что сП отвечает

/է V) есть групп*  совпадающих точек. 
ыкодссп'О линейно незаиненмыл гекг<|' "
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в) в случае, когда решение не единственно, дать полное описание 
всех решений. Ж

Критерий разрешимости поставленной задачи, как это показано 
н заметке (’). состоит в выполнении условия:

Я(., ,)=v а/ Ч > 0

для произвольных чисел Аг Л'.
Для получения описания всех решений задачи (Л) при V. 

= 11. 2.............. /л| рассмотрим два случая:

1) rang А(«, а) т

2) rang А (в. а) г<^т.

1. Случай невырождения формы. Разобьем последовательность 
точек г/, / £ Л' на р (1 р т) групп совпадающих точек:

*'2 • • • = , • • • | = * •

так, что точки

*и,= : Ь . • •» = | + >

различны.
Каждой группе совпадающих точек отвечает множество линейно 

независимых векторов которое будем обозначать |<Ъ/Г*  . /= 

= 1,2,..., р. Условия, которым должно удовлетворять решение 
задачи (А), перепишутся в виде: }

/= I, . . ., р, /г= |, 2............,
/’

\^р^т. 1 <у т, V ^=щ.

Для описания всех решений задачи (А) при ,У=|1, 2, . . ., т 
узловым пунктом является описание решений при Л =|1]. Как было 
показано в работе (Д, множество решений задачи (А), удовлетворя
ющих условию: а.։(2‘ь)а1։ = сп, ^|/п<?;11и11> записывается в виде 

дробно-линейного преобразования

а’(г) -|н։(г)/г,։(г)-| /г։,(г)Г’[Е1(г)/г„(г) |Ш
где '-։(z) произвольная оператор-функция из W'|։(D), я матриц»
дробно-линейного преобразования (I) имеет вид

где
'■'։icli

г‘п“։1 'н* и

“и"п

»։■• и

I1усть
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Легко показать, что оператор Р является /-ортогональным про
ектором. проектирующим пространство Н = Н&Н՝ на (положитель
ное) подпространство, натянутое на вектор / "։| \ При этом мат-

, к ж '
рнпа Р։(?) является /-сжимающей на Р, то есть

р;(г)УР,(г)^У.

и ./-унитарной на окружности С, то есть

/<(г)/р։(г)=/, |г|=1

Следуя В. П. Потапову (*)  (см. также 10. II. Гинзбург (։| ), на
зовем матрицу /?։(г) элементарным множителем. Формулу (11 симво
лически будем записывать в виде:

Нг)=1ч(г)|Р,(г).

11 ри меня я рек у ррен тн ый 
что справедлива

Теорема 1. Пусть

метод Шура —Неванлннны получим.

Я(г)=П 
I I

Рн(г) Р։:(г) ।

где Р(—У—ортогональный проектор на (положительное) подпрос
транство

К/?/ >(г"').../?,(г<'')Р0(֊’0)(/ аи ') <֊’>
\\~с1// \~е‘1 ՛ > 1

Р0(г<п)=/։ /=1։2.......л т.

Тогда формулой
то(г)=|։^(г)/?м(г)-Ь/?я(г)|-։|։даи’)/гм,(г) + ^|(‘’)|.

где ът(х) —произвольная оператор-функция класса II |=</>). даст
ся описание всех решений задачи (Д) для Л 1. 2.. Л"

Переходя к рассмотрению .касательной" проблемы Неванлинны 
Пика в случае, когда /V—натуральный ряд, придем к рассмотрено 
бесконечного произведения Бляшке—Потапова

П(^) =
(3)

где Р/—У—ортогональный проектор на подпростралс։ вс /. I 

ляемое по формуле (2). проблеме Невнн-
Определеиие. Будем называй, к. „ СХОДИКРЯ бесконечное 

линны—Пика вполне неопределенной, 
—. ........ ... <«• <։> >
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произведение Бляшке—Потапова (3). И
Исходя из теоремы I. нетрудно показать, что во вполне неопре

деленном случае общее решение задачи (Л), запишется в виде

ш(г)=|е(г)|П(г) (ц։

где П(г) определяется по формуле (3), а ;(г) произвольная оператор- 
функция из класса «'„(О).

Рассмотрим теперь сходящееся произведение Бляшке—Пота нога

П(г>= П И+ ֊1)Р/1. (5)

при /V*.

* В. П. Потаповым и II В. КовалншниоЙ было покатано другим методом, что 
матричная проблема Неванлинны Пика адэкпатна изучению бесконечного пропане- 
дения бинарных множителей полного ранга при условии, что 7/ .-а. когда / к

где Р/—произвольные положительные J -ортогональные проекторы
Выбрав н подпространстве 1-1=РН(Н //.) произвольный базис

/аЧ> \ ՝։ 'Я
( и построив векторы

\-Сц / X С1, /

где р<7։(-/)=։. у=1......... */,  1^-/<°о-
сформулируем .касательную" проблему Неванлинны—Пика- найти опе
ратор-функцию ю(х) из класса удовлетворяющую условиям.

»’(*/  =с{), /=1,2.......... »/. 1 1

Таким образом показано, что изучение множества решений .ка
сательной- проблемы Неванлинны—Пика во вполне неопределенном 
случае эквивалентно изучению произведения Бляшке -Потапова <*.)*.

С другой стороны, пусть да(г) решение задачи (А), определяе
мое по формуле (4); тогда

Л(:)=н:)/?С), |:|= 1.
где /Л՜-) построенное специальным образом сходящееся произведение 
Бляшке—Потапова при |г|<^|), является решением следу
ющей задачи, изученной В. М. Хдамяном. Д. к Лровым и ЛА. Г. Крей
ном (см.(®)): I
(В). Пусть заданы последовательность |1*| ։“ операторов из |//։./41 11 

число ;->0. Требуется найти оператор-функцию та
кую, что и <?-*(/")  = - ГС*/ гС)|Л|«и (*=1,2,...)

г
В работе (") В. ЛА. Адамяном доказано, что матрица дробно- 

линейиого преобразования, дающего описание решений таднчи (Я) 
во вполне неопределенном случае, является почти всюду J унитар
ной на границе |'.| 1. Применяя этот результат, можно показать, 
что справедлива
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Теорема 2. Бесконечное произведение Бляшке-Потапова

ПО) — П |/+('^-^-Й-| ՝)Р/|.
/֊1 \1 — г/г г1 /

где г/ гд при / ՛ К, Р{—произвольный положительный ]-ортого
нальный проектор, почти всюду 7-унитарно на границе
то есть

П*(',)^11(.)  = Л п. в. при |’.|=1

I Р г, Р/ -7 ортогональный проектор на подпространство /./, оп
ределяемое по формулам (2). ;-г(г) произвольная оператор-функция 
из класса Н',.(/9),

Требования, чтобы оператор-функция а»(г) удовлетворяла ос
тальным условиям задачи (Л), приводят к тому, чтобы -г(-> должна 
удовлетворять равенствам:

М*/ )./</+՛>=<?/ /=Г4 I.......

2. Вырожденный случай. Всегда можно считать, что первые г последо
вательные главных миноров матрицы формы Д(։.а) отличны от нуля

Введем обозначение

Воспользовавшись теоремой 1. получим описание решений зада
чи (.4), удовлетворяющих первым г условиям

где
да(г) -= |ег(г)!/?(г),

(6)

где /-г} 1, т.• •

а Ц(г) определяется по формуле (6).
Так как гап#Л(։,։)-г. то А/*=0  при /. Г I. • /п> отк

следует, что
Яг.Ь*  ,-ЮН—И»/Д' •> Р — г I,.

Пусть Н\" л.о.(«<^п)7 , |. //‘,п=л.о. г

(7)

Исходя из равенств (7) и воспользовавшись пи“ ■՛"՛՛՝՛՛ 1,(1 1 
«ми теории аналитических оператор-функиий ом., н.ш, и с 
легко показать, что матричное представление он» р-“՛ I

например. Г) )-

соответствующее разложениям //, Р\' Н՝:՝ имеет вид

(«)и
։г |(՝^



где v ,(г) произвольная оператор-функция класса nopqJ
К'»»—И) ('zi-n)|. .

Таким образом показано, что формулы (6), (8) дают описан».
решений задачи (Д) при Л'=| 1,..., т\ н вырожденном случае.

Заметим, чго если р л։, то ։r+։(z)= const и задача (Д) цМь, 
единственное решение.

Прннош) глубокую благодарность М. Г. Крейну за постанови
задачи и Ю. П. Гинзбургу за полезные обсуждения. 1
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Ի. Պ. ՖեԴՉԻե1Լ

ՆԼ «и էւ|խւ Гни —Պ|.կքI *11  ոսփ n l| III I ||Г| H| г III՝ 11, if |i լ IIIЛIII if li ե г |i

Հողվածում ղիւոտրկվում Լ Հետևյսէ( քսնղիրր < հևան (ինն ա-Պ ի կ ի շոշափդ 
ղային խՆղիր)' Л

տված ЛЬ

կետերի և

l«'l. IQ1. 1=1,2,...
./A//tn որնե (г ի * tup ո ր ղ tn կ til Նոէ fl յունն ե րր ւ

այնպիսի օպերաւոոր-ֆանկցիա *£ ’( Z ) • npQ էքՈրծէէէմ է
Д ։ տարած Ոէ fJ քՈէ նից Д
D= տ|շ| 1 I միավոր չ

տարածության dim Л| dim հոյոմորֆւ
սանում, նորման ^1 ե / = I ,2, . .

Հողվածում ստացված Լ հևան քիՆՆ ա-Պ ի կի շ ոշտւիոդսէ յին խնղրի լուծոմ 
ների նկտրաղրոէք1 յունրւ Հատած պրււրյեմի ղեւղրում (I = 1 , 2, ...յա) նկս 
րաղուքքյոէնն ստացված է րնղհանուր ղեպրոէմ (ինչպես չվերածվող^ tufbitfL 

7/ վերածվողի Լիովին անորոշ ղեւղրում ստացէք ած Լ լած ոէմների նկարս 
ղրոէք! յՈէՆր Նեան(իննա~Պ իկի (րիվ շոշավէ ողա յին ւղրորլեմ ի ղեսյրում ւ Հա*  
տատված Լ շոշափողս! յին ii/piip լ!/il քւ Հ ա tltn (id ե քո t թ յ nib ր Pjjm?//ձ- Պոտոպր 
էյի աոաշին ւղ աւո ի կ ու fl յամր Լքեմ ենտ ա ր ր ա պմ tu ttjut տ կիչն ե րի արտաղրյ^^ 
nt until նաւ/իրու fl յանր, ինջսյես հաև ապացուցված Լ թեորեմ ա յղս(իսի ւսրս>* ։ 
ԿՐ!սԿՒ J“ ուեիէոտրության մասին միավոր շրհանաղծի վրաւ
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