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Передача гармонической сосредоточенной силы от стрингера 
бесконечной длины к двум упругим полуплоскостям

(Представлено академиком ЛИ Армянской ССР Н X. Арутюняном Ю/УП 1974)

В настоящей статье рассматривается динамическая контактам 
задача о передаче гармонической сосредоточенной силы к двум полу­
плоскостям, сцепленным между собой вдоль своих границ упругой 
накладкой бесконечной длины. Решение исследуемой задачи сводится 
к решению системы интегральных уравнений, замкнутое решение кото­
рой строится при помощи преобразования Фурье. Кроме того, полу֊ 
чены асимптотические формулы для напряжений, содержащие в явном 
виде порции расширяющих и искажающих волн.

I. Постановка задачи Вывод разрешающего уравнения Пусть две 
упругие полуплоскости, с одинаковыми физическими константами, сцеп­
лены между собой вдоль своих границ упругой бесконечной накладкой 
малой толщины Л (рис. I). Требуется определить законы распределе­
ния контактных напряжений на линии соединения накладки с упруги­
ми полуплоскостями, когда в центре накладки действует гармониче­
ская горизонтальная сосредоточенная сила - Для простоты 
вычислений в дальнейшем эту силу возьмем н виде Оче-

Рис. 1

видно, что мнимая часть с обратным знаком решения обсуждаемой 
задачи, построенного для случая силы указанного вида, представляет 
собой интересующее нас решение Вследствие малости толщины на­
кладки считается, что ее толщина в процессе деформации не измени- 
■ 269 



егся, что приводит к условию постоянства вертикальных перемещений 
граничных точек упругих полуплоскостей, а под действием толькс 
горизонтальных сил накладка находится в одноосном напряженном 
состоянии (|>2) Отсюда вытекает, что амплитуда горизонтальных пере 
мешений точек накладки будет удовлетворять уравнению (3)

1 + *'":"՛■՝■> = и<~- <’.։)

где (д) — амплитуда неизвестных тангенциальных контактных напря­
жений, —модуль упругости материала накладки, р։ — плотность 
материала накладки. Кроме того, согласно сказанному для вертикаль­
ных перемещений будем иметь условие

г»<П(х) = 0, |л| < «о (1.2)

Рассматривая установившиеся колебания накладки, положим

«•’’(л-.О - «<։'(л)е т(х,/) = \ (л^-'"', ^"(д՜./‘)=г՚(l, (х)б՜'"''.

Поступая совершенно аналогично тому, что было сделано в рабо­
те (3). для амплитуд горизонтальных и вертикальных перемещений 
точек границы упругой полуплоскости, когда на границе полуплоско­
сти одновременно действуют горизонтальные и вертикальные гармони­
ческие силы, с интенсивностями амплитуд ' (л) и у։ (л) соответствен­
но, можно получить следующие выражения:

И,2)(*) =----- 11 Л'([Л-_ $|)-։ л. 2. [ П(х — $)Ч' ($)</$,
14 Л 14 Л

г-’2>(х)= ֊ — I /С*(к-5|)<7. (5)^-— [гих — Ф. (*)</*.
14 Л 14 Л

где

А2/а» — А2 е-,ахск
(2^ А2Д2 —4о«/(7« - А2) (а2 - А2=)

А2 е~,гл(1о
(2з։ - А2)’ - 4о’ / (о* ֊ А*)(о’ ֊ А2) ’

П (х) =
1 р Ь 12а’ - А2 - 2/(а« - А2)(в« - А2) |е 
2՜] (2в’-А2)’ —4а’/(֊о’-А’)(а« Л|)

—ж

у. (х) амплитуда нормальных контактных напряжений,/,, р, — посто- 
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янные ,'1яме, р։ — плотность материала полуплоскости.
| Теперь заметим, что на липин соединения накладки с полупло­
скостью должно выполняться условие

I «11,(х ) =• и<г’(х), гИ’}(х) = ®<а>(х),

■.которое в сочетании с уравнением (I I) и условием (1.2) задачу опре­
деления амплитуд (х) и у, (х) неизвестных напряжений сводит к 
решению системы интегральных уравнений

I ш •
I I К(|х 5|) 4֊ е'*1'՜'! т. (х)с/я — к П(х — ($)</$=

■ Ш *
I (1.3)

X «
• । \։ ( 7>

I I к ‘(к — 5Ь<7. + П(х —$)т. ($)<й = О, |х|<еи.
I — м ֊ «
I 2. Решение системы интегральных уравнений (1.3). Применяя к 
Обеим частям системы (1.3) преобразование Фурье и используя свой­
ство свертки, получаем систему алгебраических уравнений отноентель 

но (з) и 7. (о), где \ (з) и у, (з) преобразования Фурье функций 
". (х) н </, (х) соответственно. Из этой системы уравнений, получаем

". (’) =
Л-

) р-------------------- -  —__ !_________________
(з« А»)|/(з=֊^)(:-’-Л-:) - з’| - 2>ф%8 - Л;

(2.1)

(а8 - Ат2) | /(з«—*|) - з«| — 2лА»/з« - А8

■в Очевидно, что знаменатели в выражении функций т (з) и </. (з) 
не имеют корней, обусловленных существованием поверхностных волн, 
так как существование этих волн объясняется наличием свободной 
границы, которая отсутствует в разбираемом случае. Следовательно 
на границе раздела полуплоскостей с одинаковыми упругими свойства 
ми будут проходить волны расширения и искажения

■ Отметим, что т (х) у, (х) будут выражаться следующими форму­
лами:

1 .Р р Л-/а8-Л8 е-1^
2^3 (з5-А։)|}Л(зг֊л;)(зг-Л8)- з8| -2/Л; »гз8 Л] 

- X

Ч. (х)
13 |2аг - - 2)Г(з«-*;)(з։ - ^)|е ,։'</з

(0«-А«)| /(а« - Ар(0» Лр - о8) ֊֊ 2/Л*/ 3» - к\
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Поступая таким же образом, как в работе |3|, для т, (л) и «/. (х) по­
лучаем следующие асимптотические представления при больших х:

- (-<)=---------
|х|^

V. (*) = У кет-ь к??!’ «р< I *,!•»!+֊֊ +

Здесь

А2 / 2А։

I гА;(А;-А։)

(А2 — А*)(А2 —А;)
]Г2^֊А։(А*. ֊ А* + 2г Г*5 *?)*’

Р1..1—
а2/а2 -а֊

У" *У2А։(А’-А5)'
- 2 А2) 

(>-’> —֊___ ____ _______
” У-А/гАДА2 а2)2՛

У А- - А2 (А- - А։ + 4г I А; А2) 

2У2гА8~(А| - А* < 2/.У А2 А2)’

Отметим, что всегда имеется в виду; что А։^>А. В общем слу­
чае, когда А, = А, имеем

?»(х) — 1>Р ~ $|£ПХ "Л'|7г ех₽'( ,х| + Т +
<|Д!,|1! . |Д|”1г 

х|х||'г

/ К Я12’ \ 1ехр/( А,|х| 4 — - агсЦг ֊—,
\ 4 «'/V л|х|’'2

ехр/

при |х| -оо,

Здесь

#<՛> 
С»

*У»;- «и»;-4*?)

4/‘2^~

и,ъ _ '8*;(ЗА; 22А;)֊ 2А"(2А՛-—А^)
* 16>г2^А7г’А։

~ А։ — к-
2/2г։А’ ' Т( *?У2Г(а1-֊А? + 2>.)։ ’

Поскольку величины тангенциальных и нормальных контактных 
напряжений являются мнимыми частями с обратными знаками от 
функций
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'(t, х) = -.^х)е-““', հ(է, х)=дл(х)е-‘-',

о для них получим следующие асимптотические выражения при 
ольшнх л

-1тт(Г, Л)=-— rt,cos( со/-ад --М +7еСО5(<'>/-ад- — ) .
л W I \ 4 / \ 4 /

л) = /|Q',''|։ + ЮТ со։ <•>/—адГ- -- + 
4

+ arctg 4֊ Qe cos при £Х>Л.

Аналогичную формулу можно получить также для случая Лх = 4г.
I Пользуясь случаем, выражаю свою искреннюю признательность 
академику АН Армянской ССР Н. X. Арутюняну за предложенную
адачу и ценные указания.

Институт механики
Академии наук Армянской ССР

է. հ. ԴՐհԴՈՐՅԱՆ
Ա1և|եր^ երկար ւ|երաւ]|ւրի<| կենտրոնացած նարմււքփկ ո«1|ւ փոխանդամն երկու 
I աոաձ ցական կիսահար թու թյուն ներին

Դիտարկվում է դինամ իկակւոն կոնւոակտա (ին խնդիր երկու կիսահար- 
թ ու թ յոէնն ե րին կենտրոնա ցած հարմոնիկ ումի փոխանցման մասին, որոնք 
իրենց եդրտդծերի երկայնքով միակցված են միմյանց հետ անվերջ երկարու֊ 
ք,Տան աոտձդա կ ան վերադիրի մ իջոցովէ Հետս» դո տվող խնդրի լածում ր րեր- 
վում Լ ինտեդրալ հավասարումների սիստեմի լուծմանց, որի փակ լուծոլմր 
կ Աէ ոուցվոէ մ / *եուրյեի ձևափոխության Օդնությտմրւ Putg[i դրանից, ստաց­
ված են ասիմւդտոսքիկ րան աձևեր լարումների Համար, որոնք րացահայտ 
ձևով պարունակում են րնդլայնտկան և աղավաղման ալիքների րամիններր։
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