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В ряде разделов конструктивного математического анализа ока
зывается целесообразным рассмотрение числовых классов, более ши 
рокнх, чем класс конструктивных действительных чисел (см. (') и (2) 
стр. 126). В связи с этим, вводится понятие псевдочисел, представляю
щих собой алгорифмнчески определяемые псевдосходящиеся в себе 
последовательности рациональных чисел (см (’), стр. 127).

В этой статье рассматривается некоторое обобщение понятия
псевдочисла А именно, пусть О—система ординальных означении
Клини (см. (*). стр. 268) и 1՝£О. С каждым е, где е<0о мы связы
ваем класс конструктивных объектов ПСПг согласно следующим 
правилам:

1. ПСП։ есть класс рациональных чисел.
2. Если е имеет вид с-4-01, то ПСПб есть класс псевдосходящих

ся в себе алгорифмических последовательностей объектов из ПСПе.
3. Если е является обозначением предельного ординала, го ПСПе= 

—и ПСПс.
г<<г

В этой иерархии, очевидно, класс обычно рассматриваемых леев 
дочисел (смр. (’). стр. 127) соответствует классу ПСГ1։.

Предполагается, что задано и рассматриваются е<ог 
Доказывается, что (1) все классы ПСПе существенно различны 
при различных е. (2) при е. являющихся обозначениями предельных 
ординалов, эти классы в определенном смысле конструктивно счетны, 
а при непредельных—эффективно конструктивно несчетны.

Переходим теперь к точным формулировкам определений и ут
верждений.

Введем некоторые определения вспомогательных функций и пре
дикатов.

Через ех/у обозначим показатель наивысшей степени (։-(-1) ого 
простого числа, на которую делится у (см. (4), стр 60); С(л.у). /(-<■)



и г(х)-функции каиторовский нумерации пар натуральных чисел (см 
(‘). стр 63) Через е обозначим часгично-рек) рсивную функции», 
имеющую геделев номер е (см.(։). стр 303). ПосредствомI |е| (л) обоз
начим суждение .|е| определена в точке х*. О — клннневская сис
тема ординальных обозначений, и <0 предикат частичного упори до 
чсния на О. (см .(*), стр. 26К). Зафиксируем конструктивное взаимноод 
позначное соответствие R между натуральными числами и рациональ
ными числами. Пусть где Р( у )=/?(«) фр(/л). Через ?,
/, G, Н. обозначим примитивно рекурсивные функции, такие что

х, если х=0 или х- 2Л-Н; 
?(ех„х) в противном случае.

,.(Л ехоуН 1, если ехоу
I 0 в противном случае.

/(х) = у. где г(у)=2г<*> & уг|(/(у))(?)=х|.
6՝(0.у)=у;

0(д.у) = /(0(х—1, у)),

Мх.у)=6(>(г(х), г(у)).х).

Через 0 обозначим предикат, который определяется соотношением: 

а 0Ь *► и<06 или и=Ъ.
Частично-рекурсивная функция тах0 определяется следующими 

условиями: ՛» 1

шах0(х.у)^ х, если у^х; 
у, если х<оу.

Все суждения в дальнейшем понимаются конструктивно (см (б) 
Посредством Р обозначим предикат, определенный следующими соот
ношениями: .

P(vA,n,a,b) \ v£O& |r(u) r(b) = 1| & |Z?(Z(u>) /?(Z(d))|s=|/?(fl)|; 
P(v,‘2d,n,a.b)\vCO& 2d^v& ||г(н)=г(д)=2^&

& n_|a^Vx|x>tD/>(T/,</A|/(a)|(x),(/(d)|(x))||V 
|4d)=2rf& г(а) 0^& [|?(г(а)) = ?(/•($))&

& P(v;2lt.n.H(a,b),b)\\/[-?(r(a))*?(r(b)) &
&P(o.2‘/.«.C(u.?(r(d))).Z>)|]] v|r(o) 2*& r{b)<^2d&

& ||?(r(*))=s?(r(a))a Р(*.2*л,аЛ(*.<0)]\/

Vl?(<(*))-r?(r(u))& Р(т\2^л,а.С(Л.<?(а)))|)||.
P(v.:i ■ :^,n,a,by,v^O& 3 • 5d- ог»& ||r(a)—r(6)— 

= 3 • 5rf&r(/(o))<03 • 5d&

- 5f/& P(v.max0(r(/(u)),r(l(b))).n,Ца),1(Ь))\\/

Vk(6) = 3 - ->d& r(a} e3 • P(vt3 • 5d,n,C(a,3 • S^.^IV
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УкОО—з • 5а & г^ХоЗ • 51 & Р(и,3 ■ 5х л,и,С(Л,3.5* ))||.

В остальных случаях Р(и.(1,п,а,Ь} ложно. Введем предикат Р

Р'(1'.</Л.и.*)ХУ^|/?(т)>0ЭР(», а.р^п, т),а.Ь)\

Фактически физический смысл предиката Р'(уМ.п.а.Ь) состоит 
в том. что .расстояние* между о и Л не превосходит |/?(л)|.

Определение классов ПСП* (где предполагается, что е<Ои е • вт՛) 
дается следующими соотношениями:

о£ПСПрг(а)=1.
а е ПСП’а % г(<7)=2^ & удг(!|/(<|))(л) & [ 1(а)|(х)£ПСП$| Л

& V/mWrl* ^P’(^,|/(a)|(x).(/(u)|(/))|.

r(a)-3 • Г/ & r(l(a))<ri . 5J & /(а)^ПСП’ ,(а|/.

Будем говорить, что а Т'-эквнвалентно Ь(а^Ь), если: 

д£ПСП*(в, & ££ПСП*>(& \՝пР (г>,т»х0(г(а),г(Ь)),п.а.Ь).

, Пусть А С ПСП* и В С ПСП/. Будем говорить, что А г-эк- 
мвалентно входит в Я(ЛСЙ), если:

I V* & х*у|.

Пусть АСПСП* и /ЗСПСП*. Булем говорить, что А о-эквнва- 
лентно В (А-В), если:

А ՝/?& В~А.

Пусть А^ПСГГ. Будем говорить.
сивно перечислимо (А ф«э. р. п.). если:

что А р-эквивалентно рекур-

Т~ЗЯ|Я С ПСП*&Йр. п. &А;Я|, где В р.п.
означает: ,В рекурсивно перечислимо,.

Пусть АСПСП£. Множество А назовем эффективно несчетным
(коротко А э. н.), если существует частично-рекурсивная функция А
такая что

У*У*УУ |(Ле|(л) &|е|(х)^ПСП5Р|/(^^АА П/к)7.к (у)||.
Теорема 1.

¥и УЛ»€°А^ '֊оОМ </рПСП‘а “ПСП’).

Теорема 2.
Ис Ей Ул &<*=£()& 2^1՛ &АСПСГ1*, & А р п.р

=>ЭхКПСП^ & УУ1У^А= -|л;у|Ц.
Теорема 3.

¥<■ Уй |^ОЛ с1 ^0 & 2'у^ог’=> ПСПр э. н ].
Теорема 4.

Уе \'й 1^0 & 3 • 5‘г оу^ ПСП*5/ т»-э. р п.| & ПСП^э. р п.
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Теорема 5.
УгУгЗуП^ о&л^псп5р|у^псп*4&

Частный случай теоремы 5, при «/—2 вытекает из статьи (’), а в 
статье (•) доказывается частный случай теоремы 3, при 2.

Автор выражает благодарность II. Д. Заславскому за ценные 
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Ս. 1Г. Սա₽»ԱՆ

Փսեւլոթվերի կոնստրուկտիվ տրանսֆինիտ հիերարխիա

('նդհանրացվոէմ է Պ սևդոթ վերի » ա и կա ց ու թ յուն ր և տրվում նրանց դա֊ 
սակա րցոէմն րստ կոնստրուկտիվ օրդինտլների։ Ստորին դասր ռացիոնալ 
թվերի Гш գթությունն Սահմանային օրդինալին համապատասխանող ղասի 
էլեմենտը նախորդ դասերից որևէ մեկի էլեմ ենտ 4. Ւս1է ոչ֊ սա >մանային օր
գին ալին » ա մ ա սլ ա տ ա и խ ան ո դ դասի էլեմենտր նախորդ դասի էլեմենտների 
կոնսսէ րուկտիվ պ и և դո դ ո 4 դ ա մ ե տ հաջորդականության էէ

Ասրս ցուցվում է'

7. դասերը խիստ րնդլտ լնվում են,

2* սահմանային օրդինտլին համապատասխանող դասր որոշ իմաստով 
կոնստրուկտիվ հաշվելի է, իսկ ոշ֊սահմ տնային դե պքում' էֆեկտիվո րեն Ոչ֊ 
Հաշվելի։
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