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МАТЕМАТИКА

О сходимости и характере расходимости монотонных семейств 
аналитических /-сжимающих матриц-функций

(Представлено академиком АН Армянской ССР М М Джрбашяном Ю/У1 1974)

При решении многих затаи анализа, например, исследовании 
канонических дифференциальных систем, зависящих от спектрального 
параметра линейно, либо дробно линейно, интерполяционных задач 
(проблема Неванлинна Пика) и т. д. (’), возникают аналогичные си
туации следующего характера. По данным задачи, при фиксированном 
значении параметра Ь (фиксированном конце интервала о^х-^Ь для 
дифференциальных систем, либо фиксированном Ь -п для дискрет
ных задач) определяется аналитическая, обратимая, У нерастяги
вающая матрица-функция гс(Л./) с монотонно растущей при Ь->гюУ- 
формой Г(б/) У- и՝(Ь,1 )/а>*(д,>) (7х 7, /) Такое семейство ®(6.Х)
мы бедем называть монотонным.

После того, как получено ®(£,Х). возникают проблемы:
I. Отыскать подпространство максимальной размерности, на ко

тором сходится при Ь֊~оо квадратичная форма /(> I Г(/»? )/*(>) и до
казать. что размерность этого подпространства не зависит от X. В 
частности, установить критерии сходимости при Ь -оо, если
Г(6,Х) ограничена.

II. Рассматриваются дробно-линейные преобразования, коэффи
циенты которого равны блокам матрицы х'(М). Например, /=//,„ = 
=( ~ ՛՛՝0)
\ 0/, / 

1'<НЧ=(^/р «ձշ Г «'շշ) ' ( **//п «и «'«) («\1 »В’0)(®и4 •« V’’ (1)

При фиксированном / это дробно-линейное преобразование отобра- 
кает единичный замкнутый матричный круг в матрич
ный круг, принадлежащий единичному матричному кругу.
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II» монотонности следует, что круги гнездятся. Пересечение кругов 
при о- есть предельный матричный круг

) = <■(') 4 га,(/ )!•, га (/); V* V, < /л, (2)

где с(*) —центр, гА,(>) и /”.(>.) радиусы предельного круга, гк(/) мат
рица порядка </Х0, г, (/.)—порядка рХр.

Какие суждения чогут быть высказаны об инвариантности
рангов радиусов предельного матричного круга относительно / ?

Аналогично при = преобразование

2„(* ) = («•„ 4-ш®։1) ։(да|։4֊»»»„1=|и>։14֊дап»«Цк'|։ + а>1։«0 1 (3)
при фиксированном / отображает верхнюю замкнутую матричную по

луплоскость |щи>(л)=—<»»().) —)>0 в матричный круг, принадле- 

жащий верхней матричной полуплоскости. Круги гнездятся, их пере
сечение есть предельный матричный круг вида (2), где /■>(>) и г, ().) 
квадратные матрицы порядка и. И здесь возникает тот же вопрос о 
зависимости рангов матриц-функций н г, ().) от X.

Проблема об инвариантности рангов радиусов предельного мат
ричного круга в общей постановке впервые была поставлена М. Г. 
Крейном (’). ,

В настоящей работе дается решение этих проблем, при этом мы 
используем только такие свойства семейства I (аналитичность,
2) обратимость, 3) /-сжимаемость, 4) монотонность Г(А,>) относитель
но Ь.

Итак, будем рассматривать в области О = р, 1пи>(>| семейство 
мероморфных, обратимых (<1е1та( Ь,>) 0) матриц-функций (о Ь- 
</х>) удовлетворяющее условиям:

11 Г(^,Х) -«/•=/;/»=/

2) при о<Л։<Л։<^ • Г(6։,/.)^Г(д։,>.) (монотонность) (4)

Из монотонности следует, что семейство мультипликативно в 
том смысле, что при Ьх Ьг ю(Ьх,1 )адд(>), где J )•/«՛*(/) 0.
Положим «;,(/>,/)/то '(&?)/. тогда ГДй,/)=№*(Л,>.)/®։(д,/.)—/>О.
11з соотношения Г ։(^Л(- /=Г^|(д1>.) следует, что и Г։(Л/) монотон
но возрастает вместе с Ь По тогда н каждой точке регулярности

>) и существуют пределы

АЧ'^ИтГ֊1'(/>,>); /<’|(>)--=НтГ| ■*(*,>) и /?’(>->—/??(>)=/■ (5)

Легко показать, что матрицы Г и могут быть до
определены по непрерывности и в полюсах ю(Ь,՝к) и ад֊։(6,Х), после 
чего они будут иметь пределы при 6 —оо.

Таким образом в каждой точке имеет место (5). Если
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ни —1^ 1/։ то из (5) легко следует, что ранги /л()) и 
//«,(*) матриц /?’(>) и удовлетворяют неравенствам 7 т(/\^р у, 
Р ет,(М Р\ Ч

Г Ответ на первый «опрос проблемы I дает следующая
Лемма. Если Г(Л?) 0 // «взрастает «песте с б, /?(')=Ип«1 "• (Л,О.

Р(/) —пртопроектор на область значения /?(/), то:
1) Ит/?(/.)Г’ !(Ь,> )=р(1); 2| квадратичная форма /I (/>./)/ при Ь -ос 

Ь 99
сходится на векторах из области значения /?(*) и только на них

Ч Далее, если £(6) множество полюсов к՝(Ь,>). то при 
Пусть £ = и£(/>). а £։ такое же множество для 

О Р < •
Заметим, что при 1—11Е -пусто, а Ех может быть любым счетным 
множеством. При — 1 пустым будет Ех. В остальных случаях как 
Е так и Ех могут быть произвэльныыи счетными множествами. Мно
жество (з—Е может распадаться на связные компоненты и даже быть 
пустым.

| Основная теорема. Если монотонное семейство, то 
ранги патриц-функций /?2р) и /?-(>) не зависят от / Оля >{Ез-Е 
и 1^(1 Ех, соответственно. Могут лишь существовать множества 

|'»А1_֊х£.‘ Е\П) = |/^|СЕ։, удовлетворяющие условию Бляшке*, в 
которых ранги №(г.) и понижаются.

I Из основной теоремы следует, что. н частности, при У / мат 
Вица-функция Н{>) = |цпш(Л./.)к’ (&,՛) имеет ранг, не зависящий от

Ь • Ш
I для 1£(1— Ех, где Е\ - множество нулей <1е1 &(Ь,>I при всех зна
чениях параметра Ь (0<7><«х>)

I Опираясь на основную теорему, мы устанавливаем следующий 
критерий сходимости монотонного семейства.

В Если монотонное семейство и в точке >£(Е ГЕХ} суще
ствует Нт к'(Л,/0) = а'о, ранг и*0 = т. то:

ь >
1) Множество Е удовлетворяет условию Бляшке.

1 2) Н каждой точке >£(]— Е существует Нт к'(Лд) = шд ) и зта

сходимость равномерная внутри О—Е
Ч 3) ш(/) мероморфна в О и ее множество полюсов совпадает с Е. 
В' 4) Ранг ю(>.)*=т для (£4֊£1).
Н Следствие: Для того, чтобы нормированное в точке

Г^1 к нодулю монотонное семейство при Ь схо
дилось к мероморфной функции достаточно, чтобы Г(А,Х) была ог

раничена в одной точке.
■ Итак, лемма, основная теорема и критерий сходимости решают 
проблему I.



Решение проблемы II следует из основной теоремы. Нами уста
новлено, что как для } = так и для У—У, радиусы предельного 
круга и каждой точке С1 удовлетворяют условию:

<1е1/>(>•) = с1е( ^р); <1е1г(/(/) = йе1 /?֊(')•

Следовательно, ранги гЛ(') и г,/(>) недуг себя так, как ранги 
/?•(») и /?*(/). В частности, ранги г₽(?.) и /;,(/) не зависят от > для 
<£(7—£։ и ' £ О’ Е соответственно.

Если ранг /?;(>) />, то есть минимален, т> гА,р) 0 и, следо
вательно имеет место случай .предельной точки". Аналогично, если 
ранг #’('■) = 7, то г(Д/.) = О.

Если сД') обратим, го г’(л) обратима, следовательно, Г(/>,>) 
ограничена и нормированное семейство при Ъ • сю сходится к 
мероморфной функции

Аналогично, если обратим. то дад/?,/1 сходится к меро-
морфной функции К'։(>).

При обратимости одного из радиусов, независимо от характера 
вырождения другого радиуса, мы получаем описание предельного 
матричного круга с помощью дробно-линейного преобразования того 
же вида, коэффициенты которою равны блокам предельной матрицы 
К'Р), либо и’։(/.).

Как установлено в (’), матрица а։(Л,/I допускает представление

М V) = R՝ (Ь,1 )ДП(/»/)к։о0л ). (б)
где Я. (Ь.1)—бесконечное произведение элементарных множителе։։ 
Бляшке Потапова и։ полюсам гс(Ь,>) в (7, /?„(/>./) такое же произве
дение по полюсам матриц։,։ [/?;’(/;,/ )«/(«,> )| 1 Ь О, а гг/0(А,/.)—регуляр
на и регулярно обратима в (֊/.

Основная теорема и критерий сходимости установлены для об
щего случая ("). В частности, если «.՛(«,/) регулярна и регулярно об
ратима в О, то ранги /?*(>•) и /?|(/) не зависят от < всюду в О.

Из леммы и основной теоремы вытекает для дифференциальных 
систем:

Пусть квадратная матрица порядка (р {֊</) " удовлетворя
ет условиям :

а) при любом фиксированном > (1.нл -0) //(/,/) локально сумми
руема,

в) при любом фиксированном Г <х,) аналитична и
ь

| 1п։/՛/(/,/.) <//>» (д>60).
II

I (апример,

//(/,/) = А(О + 'Но(О V = //*(0՜ 0; («-0,1...I

и =-
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Пусть и пу։(//) решения задачи Киши

iw(lл )H(t j )J; 
at

p+q

at
J aJpqii ;

Здесь I (Лл)
ь Л 

w(b,<) /к՛ id,>) 2 j i£'(//)linH(t,i)w՝(t,> )dt
(I

'(tc)J-, ['l(b,i)=w;(bj)/wx(b.i)—J=
b

Макси мольное число линейноне <и в иси мы х решений систем

—Ш- = /Г(Сл)Л/(Г.л)/; 
al

удовлетворяющих условия и

dt (7)

U ’

О
не uieiicuni от / (lnv>»0) и равно, 

/?’('•> = Нт Г֊ *(*.'):

I л (/,/.)lm//(/,/)x(M)(//< (81
О

соответственно, ранга м матриц 

/?!(/ ) = Um Г, W).

Можно показать, что для любых двух чисел т и mt, удовлетво
ряющих, независимо друг от друга, неравенствам </ т р֊гГ. 
р^тх^р q существует каноническая система (//(/./) = )H„(t)), для 
которой ранг /?*(>֊) т, ранг A’j(>) = /z?։ Заметим, что в отличие от 
дифференциального уравнения, ли канонической системы число т 
может равняться р (-<?, то есть, все решения системы 
dY(tj) r .---------- — и ) (/,/ )//(М / удовлетворяют условию 

dt
•Г

<r
в то время как ран։ R\-=mx может быть любым числом, удовлегас- 
рнющим неравенству р^тх p\-q.

Наконец, основная теорема и критерий сходимости могхт бы ь 
применены и к произведению элементарных множителей Бляшке-По- 
тапова.

Например, если /-= J.,, w(/i>) = bt(> ,/л)Ь2(>. /J... b„{t,/n), ։де 
Ьц (*?*) элементарный множитель полного ранга с полюсом в точке 
/*(||п>*>0), то для этого семейства b - пусто, £։=ря| ранг г, (>)
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— не зависит от > всюду н О, ранг г^(/) не зависит от к в (7 £, и 
г^.А) = 0 0 = 1,2,...).

Как показал В. II. Потапов, такому семейству отвечает .матрич-
на я п блема Неванлннна Пика с точками интерполяции >* (*•*)

Одесский педагогический институт нм. К. Д. Ушинского

II. 1Լ. 0ՐԱ1Վ
Ա<'ւա||ւտ|ւկ յ-սԼւլժոպ մաւորփ<յ-ֆո'նկցիտնեւփ մօնոսւոն ընտանիքների 

զուգամիտության և տարա միտ ութ риб բնո։ |թի մասին

Օյ= յ>-; հո > >0| տիրս։ ւ1<ք ու մ դիտարկվսւ մ է (4) ս^մ անին րավաբա- 
բրպ հակադարձնլի մերոմորֆ Աէ{հ./.) (0<ն? > մ ատրից-ֆունկցիանե րի բն -
տանիք, 

րնտանիքի համար սալացա ցվ»սծ Է.
I) ) ՜==՜ 11т 1 Х(Ь)) մատրխրֆու ն,1!/1 ւո»լի է - Д նկաւոմտմ ր սանդի 

ք>
ինվարիանտս։ իք րոնբ, 2) / ( / ) |( հ )/ \ / ) քառ ակտ սալին ֆորմր Ե • դեպ֊ 
րա մ պու էլամիտս։ մ Լ Ա('ՆՒ արմերների ւււքւրւււ ւ/յՒն “I ատկանոդ վեկէոս րների 
և մ ի ալն դրանց վրա, 3) ծ-*ր*ս դեպքում դ ՝։։ դ ամիտո։ [(էլան հտլտտ-
նիշներբ, 4) Ջ’(ծ,/) մատրիցի բլոկներին հավասար դ ործ ակիդն ե ր րսնեէքուլ կո^ 
էոորակա^պծալին ձևափոխրոթլունով առաջացված *Լեւլի մատրիւլալին շրջաններ 
րի ե րէ (/) սահմանալին շառավիղների ոանղերի ինվ արիան տա քծ րսնր
/՝ի նկատմամր, 5) մուարի ցի ոանրլի ինվարիանաէո քժ րոն մասին իէեո֊
րեմր կիրքովոէմ Լ դիֆերենցիալ սիսէոեմ^/երի նկատմամբ։
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