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1. Пусть н аналитическом многообразии Л՜, задана три-ткань, т. е. 
семейства гладких линий при условии, что через каждую точку про­
ходит, не асапсь друг-друга по одной линии из каждого семейства 
и дне линии различных семейств имеют не более одной общей точки. 
Три- ткань ка X., определяется уравнениями

։=0, 1.2.

г ц форма Пфаффа, удовлетворяющая условию 
-о + 51 + а2 = о (2)

След՝я В. Бляшке (։). полагаем -* 
£/«•=//• 2, (3)

где <2 = ооДо։ = а։Даг = згДо։ (4)

поверхностны։։ элемент ткани. Образуем форму связности
; = /,’3о_ Л°3՛ = /,о3։_/,23о = /р3«—

Легко видеть, что 
б/3’=тд3’. (5)

Продолжая последние уревнения получим

<Л = №, (6)
где К —кривизна ткани (’).

2 Пусть задано двумерное пространство аффинной связности /42 
без кручения. Структурные уравнения такого пространства как из­
вестно (:) имеют вид

б/(и'= и/д и,'д (7)

г/ш ‘=ш * Д ш' = R ' ми>* Д <«>1,

где "И линейно независимые формы Пфаффа, а тензор кривиз­
ны этой связности.
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Сравнивая соотношения (3) и (6) и полагая ш1=о° о»9=3' мы видим, 
что форма

0,/=-г-{т (8)

определяет на ткани аффинную связность без кручения. Эту связность 
назовем присоединенной аффинной связностью ткани Подставляя эти 
значения форм »ч) в (7), используя уравнения (4) и учитывая, что

где основной бивектор многообразия Х2 (’). получаем

«»*<«;• <9)

Это соотношение связывает тензор кривизны присоединенной аффин­
ной связности, определяемой тканью с кривизной этой ткани

Найдем тензор Риччи присоединенной связности

= (1<>>

Последнее соотношение показывает, ։то тензор Риччи присоединен­
ной аффинной связности кососнмметричен т. е. эта связность будет 
кназиэвклидовой (•’).
Мы приходим к теореме

Теорема I. Форма связности ; три-ткани определяет на 
многообразии Х2 квазиэвклидовую аффинную святость б> : кручения. 
Заметим, что если три-ткань из X., является шестиуголыши т. е. А' = (>, 
то/^,= ) и р гем ։ гр ։з । ?м । ։ а|։|)Н111 ез.пт ыгь будет эвклидовой.

Легко видеть» что линии всех трех семейств рассматриваемой 
ткани будут геодезическими линиями присоединен ой аффинной связ­
ности.

Поставим следующую задачу: при каком условии линии три-тка­
ни (1) будут геодезическими линиями произвольной двумерной афин- 
нон связности без кручения, определяем эн на многообразии А. струк­
турными уравнениями (7).
Тля форм з’ , определяющих три-ткань на многообразии А2 имеем 

т >.ф»? (II)

II г (2) следует, что 
хоф’{-х;=о.

Используя (4) и (12) находи^
52=/. ш’Диг, 

I >■? > ! Ч Ч '?
где — =

(12)

(13)
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Внешнее дифференцирование уравнения /11) с использованием 
(б) лает

(1 з’ = (<//-’ — 1' ш/)До?. (14)

С другой стороны
</ з’ = */\ 5" = / *7 До/. (15)

Из (14) и (15) следует, что
(Л? -к« и/-к’7)Л<^ = о (16)

Откуда по лемме Э. Картана получим
</>•: —-л‘7 =/.•«? (17)

При этом

+ч+< ’в) 

Продолжая уравнения (17) и учитывая (7) находим

( '7/ ~ ',,4) А«>4 1 ։°А’ 0. (19)

где как обычно,
' ?/= 'и - ' м «•? ” ' I/ %*•

Найдем условие, при котором данная ткань будет геодезической. 
Уравнение геодезической линии, как известно (’), имеет вид

</ о? 4՜ ш = Ни/, (20)

। де </ -символ обычного, а не внешнего дифференцирования. Если 
линии ткани определяемые уравнениями

□•=>.• и/= О (21) 

являются геодезическими линиями, то для них выполняется условие,

= О, 

которое получается ппи дифференцировании уравнений (21) в силу 
(20) и (17).

На линии, определяемой уравнением (21)
и/ = /У а9 Т’

Iде /!, = :"/՛ п некоторая форма Пфаффа. Поэтому если линия 
ткани определяется уравнением (21), является геодезической на много­
образии /),. то

(22)

где ио э. сух։ мирона ни я нет.
. 1егко доказать и достаточность этого условия для геодезнчности ли­
нии. определяемой уравнением (21). Действительно, дифференцируя 
(21) и используя (17) и (22) получаем
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откуда следует, что на липни (21) выполняются (20) т. е. опа являет­
ся геодезической. Получили следующую теорему.

Теорема 2. Для того чтобы три-ткань была геодезической 
на многообразии А2 необходимо и достаточно, чтобы для всех 
нгний три-ткана выполнялось уравнение (22).

Исследуем теперь, какой вид имеют тензоры >'։1 для геодезичес­
ких тканей. Ураннение (22) показывает, что вектор является корнем 
уравнения

/,;7л/ .с> = ().
Поэтому

л;г^л-/ = {р^Ц'.'х').
Отсюда следует, что

'и=Р'Л' (23)

где Д/—некоторый ковариантный вектор. Так как тензоры /(/удовлет. 
воряют соотношениям ';> = 0, то векторы р* должны быть
связаны условиями

р’Л /’«'•А ₽«Ч=°-

Внося сюда 1՝р получаем

<24>

где обозначены </] —р\ р'\, </;’ —Р; — рР.

Система (24) содержит три однородных уравнения для определения 
четырех неизвестных величины (/', V; . Решая эту систему получаем

?}='•??. <7? =

где параметр.
Полагая ^‘ = Л , находим

р}=л+'7</.

Внося эти выражения дл^я координат векторов /»’н соотношения (2)) 
находим, что

Последние формулы дают наиболее общие выражения для тензоров 
/Л геодезической три тканп.
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