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/■ растягивающие матрицы-функции в задаче Каратеодори

(Представлено академиком АП Армянской ССР М. М. Джрбашяиом 20/|\ 14741

1 . Заданы /4֊Н квадратных матриц /и-го порядка Со, С,....... Сп;
требуется: а) найти необходимые и достаточные условия того, что Со. 
С,....... Сп являются первыми коэффициентами разложения в ряд матри-

/ЕСА 4- \цы-функции класса Каратеодори С ( —------ . >-0 )

Р(-) — Со 4- С։, 4-... 4“ Сц՝п 4՜ ■ •. (I)

Ь) описать все матрицы-функции этого класса с такими первыми 
коэффициентами.

Теорема 1: Для того, чтобы матрица-функция Г(’.| была 
решением поставленной задачи, необходи но и достаточно, чтобы 
она удовлетворяла основному матричному неравенству

'п

/1 — 1

л л-1 (I

֊1^) Գ1

•2

^о-ССо+с,:

Последнее неравенство получается путем разумного перехода к 
пределу в известном неравенстве Шварца — Пика для функций класса 
Каратеодори:



Следующий этап исследования иоключается в решении неравен­
ства (2) По сравнению с проблемой Неванлинны Пика (') решение 
этой задачи потребовало значительных усилий. Вместо группоного 
множители с простыми полюсами в узлах интерполяции, здесь возни­
кает множитель с полюсом кратности п 1 и точке , структура 
которого намного сложнее (®).

Будем считать, что блок

неособенный. Обозначим ||՞*1 ,=.4՜
т

I е о ре м а 2: Общее решение основного матричного неравенства 
' й) представляется в виде дробно-линейного преобразования про­
извольной матрицы-функции /(*,) класса С

Л('.) = |<т(;)/(՜,) [с(;)/О 1 г/О| *,

матрица коэффициентов которою

<Г.) (/С.) \П / /
п » 1 п ♦ I п И л ' 1 п » I

-2 2 с:_^,, 2 2 2 с
Г 1 3- А ։ / I 3-/ А

А* I
л 4 I л I л I 

-11 л,„С. ,

I I > /

является растягивающей в единичном круге, ^-унитарной на 
его границе матрицей-функцией с полюсом порядка //+1 в точке

Возможен и другой подход к решению этой задачи. Рассмотрим 
м ат ри цу -фу н к ци ю вила

\ С|(ч) {/](?)

-С'(С„+С„)-> С„-(С։ + С։)-'Со 
(Сою՛ -(с0+с;)-՝с. . 'А -ч,. у,А о

так называемый двучленный элементарный множитель, то есть матри­
цу-функцию. имеющую простой полюс в точке '=<х;, У, растя։ ива- 
ющую в круге |՜. | 1 и У, унитарную на его границе. Дробно-ли­
нейное преобразование

130



ю - 1«1С)/։С) ь вд1к|Си։(-)+^’)1 '’=ад)1ЛГ)1.
где /։('.)-произвольная функция класса С, дает на выходе матрицу- 
функцию / (’.) с заданным свободным членом разложения

/Т*> = £<>+•••
Если теперь искать матрицу - функцию ГП) = С04-С։'. 4֊... с двумя 
известными коэффициентами ряда, то разложение п ряд параметра 
/։П) = С/2՛ ■ .. должно иметь вполне определенный свободный член С'2)։ 
легко выражающийся через Со, С։. Но тогда

/։С)=к»С)/։(’) + <ад|-՛

где /г( 4 £ С

/л(:)_/4-(1 ;)Q3<

17) ։2) (21
-с; (С„ +с„) ՛

(2) <21
(Со +Q֊1

<2> гл <2)

(2։ (2) (2) <21
с; (Со г С )֊’ си

Суперпозиция дробно-линейных преобразований
F(:) = D։(:)|D։G)i/s(:)n

имеет матрицу коэффициентов и дает общин вид функций
класса С с двумя изданными коэффициентами степенного ряда.

Продолжая этот процесс*, получим, что задаче Каратеодори 
соответствует конечное произведение двучленных множителей

п 9 IИ )

п/?;(;) = ГЦ/ +1.1 :)Q/|
7-1 1 >-»

(5)

О/=
-QW Q'՛)֊1 

(C"> ' cv՛)-’
Со(>'(С‘» Q'o

C7»)-'C'»
q;=֊Q/-. Q/Л о

Матрицы C„—C'U",Q’։... .,ConИ) называются параметрами Шура. Отме- 
п I

him. что полученное пр низведение ПЛД») совпадает с построенным 

ранее кратным множителем £('.), то есть
л-t I
"п DyC) = fl(’).

i ։
Тем самым каждой матрице-функции ГГ.) класса Ктратеодорн 

соответствует бесконечное произведение Бляшке—Потапова куплен­
ных множителей X

'l? D/G). 

_____________
• Гребояанне неособенностн блока -А обеспечивав! возможность выполнение 

пошагового процесса.
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Наоборот, каждому бесконечному произведению двучленных множи­
телей указанного типа соответствует вполне определенная матрица- 
функция /д‘Ч класса Каратеодорн. В нашей задаче произведение Бляш­
ке всегда расходится; точная характеристика расходимости дается с 
помощью предельных радиусов круга Вейля (’)• Радиусы круга Вейля

I
(6)

сейчас имеют вид

п 2
О< " >=
• К

И?*'.;" ’/...../М;1

№= л 1 (8)
-л/

при этом матрицы
?'/

'7|Л;'

с ростом /< монотонно убывают.
Очевидно, ранг левого предельного радиуса всегда равен ну­

лю, что обеспечивает единственность решения.
Что же касается правого предельного радиуса, то можно при­

вести примеры задач Каратеодорн с любым наперед заданным значе­
нием ранга р</. П >этому в задаче Каратеодорн естественно возникает 
классификация различных случаев по рангу правого предельного ра­
диуса.

2 Весьма любопытным является применение полученных резуль­
татов к скалярному случаю. Теперь в равенстве (6) все величины 
скалярны и поэтому допустима перестановка

ЕЕ ЕЕ
Н-) С4-р/«р? = С+ пр; ру С4 //р,

которая привошт к обычной записи круга с одним радиусом. Одна­
ко целесообразно и здесь сохранить понятие левого и правого ради­
уса. Выражения (7), (8) для радиусов перепишутся в виде

(9)

(Ю)
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г Ле

С,., с,֊, ...с.+с;

г 1Д а известные ортогональные полиномы на окружности »3); Л/ — -/'1 
беМ,

Очевидно. р,г = Пт р’й| - 0. а для правого предельного радиуса

Р</ =11птр'։/’° возможны два случая: р,/ 0, р,/=0 в зависимости от того л ■* ■**
будет ли сходящимся или расходящимся ряд

(11)
Г'- Л7

Сходимость ряда (И) отвечает случаю С. а расходимость ряда < II) 
случаю /) в классификации задач Каратеодори (3).

3’. С задачей Каратеодори тесно связана задача о структуре и 
продолжении эрмитово положительных функций.

Функция Дх)( -оо ^х<Ъс) называется эрмитов > положительной 
на вещественной осн. если для любого набора точек х։. х։..........хл и
любых комплексных чисел ;։, ;2, ..., ;л выполняется неравенство 

п
V Г(Л7 х»)$д» 0. 
/,* I

Функция Мх) называется эрмитово положительной на сегменте 
| I,/|, если для любого набора неотрицательных точек эюго сегмен­
та 0^х։. х2....... хп-^1 и любых комплексных чисел ?։. :г. ... ’-п выпол­
няется неравенство

л _
V » о
/.*- I

Очевидно, каждая эрмитово положительная на бесконечном про­
межутке (-• <х о) функция /(х) будет эрмитово положительной 
и на любом конечном промежутке |—/./|. Пусть наоборот, задана 
на конечном промежутке | /. /| эрмитово положительная функция 
/}(х). Возникает влпрос о возможности продолжения этой функции 
на всю действительную ось с сохранением эрмитовой положительности

Неравен г во (2) позволяет вывести основное матричное неравен­
ство для этол задачи и доказать существование продолжения.

Пусть //(х)—эрмитово положительная функция, заданная на 
I Л /|, непрерывная в точке х=0, а /(X) ее продолжение на( <х.< 
<х<оо). По теореме Бохнера
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Հ(*)=յ е'*ЦЛ(/).

и каждому продолжении» отвечает своя монотонная функция з(/)(см.. 
напр. (4).) Функции э(/) ставится в соответствие неванлинновсквя 
функция

(1 а (/)

Теорема: Для того, чтобы эрмитово положительная фун­
кция /(л) была продолжением эрмитово положительной функции 
(((х), необходимо и достаточно, чтобы соответствующая функция 
и՝(г) удовлетворяла основному матричному неравенству
II I . я• ՜» > /Л

^/(Л —□(կԺ-հԺտ- |т®'(֊)е''л |/(х—«)е'-лс/«|у(хИл
и п 0 и

, тс>(г)-Ц'*(г)
г—х

где »(х) произвольная функция.

0,(12)

Вывод основного матричного неравенства проводится следующим 
образом: сегмент |0,/| делится на л равных частей: значения //(л) в 
точках деления объявляются коэффициентами ряда Тейлора задачи 
Каратеодори Записывается основное матричное неравенство задачи 
Каратеодори. Целесообразный переход к пределу при п ■>- приво­
дит нас к неравенству (12). Существование же решения неравенств 
Каратеодори и принцип компактности обеспечивает наличие решения 
неравенства (12), а значит и существование продолжения эрмитово 
пол »жительной функции /(д').

Одесский технологический институт 
холодильной промышленности

1> Վ. ԿՈՎԱԴՇԻՆԱ.
.1-ձցււղ մաւոր|ւցւս-ֆուքւկց|)սւ1'ւԼրբ հարսւ|>Լու||ւրփ|ւ ]и1п|рпиГ

Հոդվածում րսւդմ սււդսւսւիկ արտադրիչի տեսության Հիման վրա լուծվում 
/ մ ատրիցա յին դ րվ ա ծ բ „ վ կ ա րա թ հ ո դո ր իի խնդիրր։

Խնդիրր բհրվում Լ կարաթեոդորիի (2 դասի ֆունկցիաների էամար դրված 
վ արդ ք> ՜ Ւ^Ւ հայտնի ։սն •> ավա սաբո ։ թ յրս նՒ.՚1 սսյ ահա յին աՆէյմսւն մքէքոցով 

ստացվող •իննական մատրիցային անհավասարության րււծմանրէ ան *
Հավասարության ընղհանուր յՈէծումր ներկայացվում Լ C ղասի կամայական 

՚ք ( «) «* ատրիցա- ֆունկցիա յից կոտորակա- ղծտ (ին

/Т.) = խք,)/օ 4- ад] код;) 4֊
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ձևտփոխոէթ յան տեսքով, որի դործ տկիդների

VC.Jrff.)/
մատրիցան • անդիսւսն ում I բազմապատիկ արտադրիչ, ա յսին րն' ./ »ձդող 
միավոր շրջանում ։ /•ունիսւար նրա եզրի վրա և 1 ~ ՕՕ կետում fl | կւսրդի 
Ո եեո ունեցոդ մ ա արից ա -ֆու ն կ դ ի ա ւ

Միաժամանակ ապացուցվում Լ հտրաթեոդորիի քան դրի ա դեկվաinnt pյունր 
քրիվ ոտն դի երկանդամ արտադրիչների

Հ+ I
njz+fl ՜->Չ/|. Չ] = -Չ;. Q,J>0

վերջավոր արտադրյալի ւորմանրւ Դրանով իսկ C դասի ամեն մի ի’ {Լ) մատ֊ 
րիցա-ֆուն կցիա յին »ա մ տ ւդ ա in ա U խ ան ո t մ է երկանդամ արտադրիչների 

անվերջ արսւադրյայ 1ւ Հակաոակյւէ
II տաւրիսւ) արդյունբներր, կիրառված սկա/ յար դեպրի Համայք, բերում 

են շրջան ա դծի վրա սրիո դոնսւյ հայտնի բազմանդամների միջոցով Հիմնական 
րւսնտձ և 1*րի *}րտոմանրւ

Աւդ ա ցուցվում էք որ ձախ սահմանային շաոավիդր միշտ Հավասար է 
դելէսյի, իոկ աջի սանդր կարոդ ( րնդունեյ ցանկացած [հէ 11 / ա ա ր ե յ ի արժեր- 
նեյււ իր մ իա յան դրական ֆունկցիաների ստրուկտուրա յի և շարունակման 
խնդրի Համար ստացված ( Հիմնական մ ա տ րիդա քին անՀւսվա սարութ յուն ր և 
ասքացուոված I, շարունակմ տՆ դ ո/ու ք1 յուն յ, ւ
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