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Об асимптотических свойствах функции -р(г; г*)

(Представлено академиком АН Армянской ССР М М. Джрбашяном 22/\' 197-I)

1°. После ставших уже классическими результатов Р. Неванлнн- 
ны о факторизации мероморфных в круге |г|< I функций Р(г) с ог
раниченной характеристикой Т(г.Г) (’), в ранних работах М. М. 
Джрбашяна рассматривались вопросы канонического представ
ления функций более широких классов.

На этом пути им был открыт новый класс функций -а (г; 2>) 
(О ։< то), аналитических в круге |г| < I, с нулями и точках про
извольной последовательности удовлетворяющих условии!

(О т |֊«ս). (I)

Функции эти при условии (I) определялись следующим образом;

1г։(г;2Л) = П (1——)ехр [ — £/.(*;» )1, (2)
*֊> гь

где:
I

մէ
է

V I (2-1-а г/П /гу Г , 
Т(Г(2 3)Г(1 Г ո)\-յ յ

Было установлено (’). что при любом целом ։=/?>! функция име
ет такую же структуру, что и бесконечное произведение Вейер- 
штрасса, а именно:

а при ։— <•

= П Հ - = гА=/ П |г#| )
* 11 — ггц \* ' /

г*). (4)

где /Цг-.гц) функция Бляшке,
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В предположении, что последовательность нулей 'г*|" имеет лишь 
одну предельную точку ня окружности |г| 1, мы будем исследовать
асимптотические свойства функций тина “/։(г;с*) (р^О) в окрестности 
той же граничной точки. В общих чертах следуя известному методу 
исследования асимптотических свойств целых функций (')(’) в данной 
статье устанавливаются точные асимтотические формулы для ~р(г;г*) 
при довольно общих предположениях о плотности распределения це
лей (г*1р.

Отметим, что функцию мы будем рассматривать в
единичном круге, разрезанном вдоль отрезков, соединяющих все ну
ли функции -р(х-,2к) с точкой г=1.

2°. Обозначая

Др(- > - к ) — 1 к*1*\"|
1 - ггл/ I

из (3) получим

г* )= П Ар(г;г^ )

(5)

(6)

Пусть последовательность 1г* ||՝(|г* |< 1, £=1.2........Нтг* = 1) рас-
к — *•

положена на одном луче, а именно г* = 1 — г*е՜7*, причем

О < гд+| <г* < 2со$1», 11»| < - -ц (т,>0). (7)

Для любого /(0</ < 2со$ф) обозначим через п(1) число точек 
г* = I — г*с՜^, для которых ( < Гц < 2со$ 1».

Приведем без доказательства две леммы.
Лемма I. Пусть при некотором р < р 4՜ 1 (р>0)ис>0

//(О < с • г-г (0</ < 2со$ф). (8)

Пусть далее г = (<?!<֊, |ф|<Д)։ а^(0;֊) и 
£

Л, (г) = П Л (г;г*).
0<г* • ал (9)

Тогда при 0 < г < т!п 11,2соз ? |

|1пЛ, (1 — . г я. (Ю)

где постоянная Ср не зависит от г и о.
Лемма 2. Пусть последовательность точек ?*= \ — Гъе՞1'՛'

(Ж<2^ 12^ | < 1) вновь удовлетворяет условию (8) и - > 2 — лю

бое число.

Положим далее, что г = О < г < 2соз? )
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произвольная точна, лежащая внутри единичного круга. 
2 

Тогда при 0<^ г < mfn | 2cos®. —cos J*| положив

Я,(г)= П Лр(2,г»), ,
Г-.С.ГЦ <Jco»| г (11)

будем иметь 

|1пН- (1 - re-<*)| < • г֊♦ (12)

где постоянная С не зависит от г и р 
Из лемм 1 н 2 очевидно следует 
Лемма 3. Для любого ։ 0 можно выбрать э>0 достаточно 

малым и t 2 достаточно большим так, чтобы неравенства

|1пй, (! -re-4’)l<ft • г \ |1пМ (1 ֊ ге '’)| <е • г֊> (13)
выполнялись для всех значений

2 
0<r < mln 11,2cos ®, —cosl»).

Причем I < р^р </» + 1 или р—0, 0<р<1.
На основании леммы 3 устанавливаются следующие теоремы об 

асимптотическом представлении функции -_(г;г*) в специальном слу
чае распределения ее нулей

Теорема 1. Пусть последовательность точек |г» | ~(|г>| 1.

*= 1.2........ 11m г» = I) лежит на луче arg 
k >• (Ж<֊) “

—

имеет плотность

А — Um t n(t), 
I »J>

(14)

где р^>0 некоторое нецелое число, причем [<<]=/; О. Тогда при

2=\ ге-^ (|г|< 1, <р У=Ф,

Hm rln-p(l— ге г» )«*^-^-Л1(?; 
г-О r Sin»»

(15)

Где
М(?:ф) ֊ |ехр|/р(? ֊ •(*) - r-?sgn(? i)| -

(16)

Теорема 2. Если р =•/>>! целое число, а другие условия 
теоремы 1 остаются неизменными, то

lirnr^ In-.,(1—ге-'’:г*)= — Ае'/1'- *sgn (?—})| ф
Г >0

(17)
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3 В общем случае на последовательность |г»|*(0- |z»|<l.
Нтс*=1) мы налагаем следующие условия: 
»- -

а) Для данного целого р^О

V )" + '< 4 оо.
* I

б) Если z* = l — гке '♦*, то 0<r*f । < г» <2соз фл н (18) 

----- Т|(Т>О)Л = 1,2.........

в) Для всех значений (|||<“—тД, за исключением, быть мо

жет, счетного множества, существует конечный предел

lim/f//(/)= Д(0) (19)
г-о

при некотором р, причем |р|=р 0. Здесь л(С р) — означает число 
точек г*=1 гье~'**, для которых

/<г* 2 cos

г) Существует число с/^>0 такое, что кружки радиусов 

р* = </(1-|г*1 ) 1+Г (20)

с центрами в точках |2'»|“ не пересекаются.
Множество точек этих кружков мы назовем С' — множеством.
Наряду с последовательностью!г*[" введем н рассмотрение по

следовательность точек [г*!,' (|гД<1, Нт**— I ). удовлетворяющих 
к — ••

условиям

(21)

и положим
/*И = П Д (г;г*);Л(2)= П Др(х;?*); (22)

|.>֊»/ <й(1֊ п ' I г* —

Л(г) = П Лр(г;2,); Л'(г) = П Л,,(г;г,). 
|/Н |г ’-флп-г) н

|де 4£(0.-),|г| =

Для доказательства основного результата нами устанавливаются 
следующие две леммы.

Лемма 4. Пусть г (|г|=г<^1) не принадлежит С множест
ву. Тогда при \^р ><7»4-1 или р=0, 0<р 1 для любого е>0 « 
при достаточно малом имеет место неравенство

|1п/.. (г)|<з • (1 — г (23)
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Лемма 5. При I р^р р+ I или р—<1, 0<3> 1 Оля любого 
։<0 и для всех достаточно малых (>-0 имеет место неравенство

|1пЛ(2) 1п^(г)| ։О“И՜' (24)

1°. Докажем теперь теорему об асимптотическом представлении функ
ции ~р(г\ г*) в общем случае распределения ее нулей.

Теорема 3. Пусть последовательность точек |г* |։ уоов отво

ряет условиям а), б), и) и г). Тогда при -=1
2

-ге |г|<1,|?|

не принадлежащем С —множеству, Оля функции )(0^р<^
'<»</> I) справедливо предельное соотношение притом равномер

но ПО |з| — — 7)

г՜1»
Нт г 1п -„(1 -ге-И>; )= —-— ( Л1(®; >) <М(?).
/•-.о г J

к
(25)

где /И(э; !»)— функция (16).

Доказательство. Произведем разбиение отрезка

точками [16 )3 таким образом, чтобы

и при достаточно малом ( о имели

тахПЬ
। ) 1

Любую из точек 2> = 1 гее 2,...| заменим соответственно
точкой с/=1 гле /#/ положив, что при данном А- ։»>(() /^л) опре
деляется из условия ։^* <։>/+։•

Наконец, определим функцию

>(^;^)=ПЛг(г:г4.|.
*- I

(26)

Заметив, что в силу определений (22) 
-р(г:2*)=/'(г) • Л (г), «'„(г; *Л) =/{(г) . Г*(2), 

будем иметь
|1<։-/((г;2* ) 1п^(2;2Д)| |1п/„ (г)Ц-|1п/'(?)| -г |1пЛЛ. (г) - 1п/-'(г)|. (27)

Применяя лемму 4 к функциям /. (с) и /'(г), и учитывая также лем
му 5, из (27) получим, что для любого ОО и для всех достаточно 
малых / -0 имеет место неравенство
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|lnitp(l re~>s\ zk) - In */( 1—re z* )«֊<-₽ (28)

при всех z=l--re՜'* ( |z|<J,

С — множеству, ж
Далее обозначим через О'(г; гЛ) произведение 

из ?к), для которых точки г'к расположены на 
= —0у- (0</<л—1). Очевидно, что 

л—I
<) = П О'(г, гл).

/֊О

принадлежащих

тех множителей 
луче arg(l— z)=

(29)

Обозначая
5я(т)=—— v՝Af(<p; »у)[Д((>у>։)-дад, (зо)

sin—р р,

и применяя теорему 1 к каждой функции G/(?; г*) (что, очевидно, 
допустимо) из (29) получим, что существует число г(ДД>0 и 
так, что при 0<г<г(е), |? —

|r-dn«J(1 re֊'?; г;)—5л(<?)|<2-. (31)

Отсюда и из (28) следует, что если г=1 ге С\ то при 0<г<>(։)

|r-r hi "р( 1 — ге՜1*-, г„ )—5„(®)|<е (32)
причем равномерно по при |?-

Произведем второе разбиение отрезка

точками шах -»у_։| = / и выберем число т(|>0 так. чтобы 
1 /~п

множества |?—Ну| > л, и |?—перекрывали весь отрезок

Тогда неравенство (32) имеет место при О <г< г(е). вне С - мно
жества, равномерно по ? при |? — <> | т(1. (3 силу того, что множества 

? — >»/ 1 т,։ и |-р — &’|> т։, (О^/’-Сл) покрывают весь отрезок՛
т. г

----- - т(;-—т, , то неравенство (32) имеет место равномерно по

при z = I — ге С°.

Наконец, поскольку

IlmSn (?) = 
/-0

Т __ /•
—/И(<р,։»)еМ(Н). 
shirp J

то из (32) следует утверждение теоремы:
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Вполне аналогично, на основании теоремы 2 доказывается
Теорема 4. Если целое число, а другие условии тео

ремы 3 остаются неизменными. то вне С4—множества
Г

Иш r/։ In “р (1— re = + «sgn(?—^)| +

+ f -d+^H dA(l). (33)
П-1Л

Из теоремы 3 вытекает также 
Следствие. Функция Бляшке 

a(z;z.)-fr-*- -’I-»I 
* И— zzi, zt

в условиях теоремы 3, налагаемых на последовательность ^*(7֊ 0Не 
С—множества удовлетворяет равенству

t
I Г՜’*

ИтгИп-рО-re-^,zt) = ՜^— f |е֊‘? I е>,ц с/Д(ф). (34)
г ►<> sin кр J

֊г+1

Это утверждение следует из (4), (25) и (16).
В заключение автор выражает глубокую признательность академику 
АН Армянской ССР М. М. Джрбашяну за постановку задачи и пос
тоянное внимание к работе.
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Ik II. ԴԱԼՈ81Ա
) ֆունկցիայի աս իմս|սւռսւա կա ն ձատկու pjուհների if ասին

զոդվածում тип մնասիրված են IF, Ս Ջրրաշլանի կոդմիդ ներմուծված 
“|,(£Հ Zk ) անվերջ արաադրլալի ասիմսլտոաական \ասւէրււ թ լրոններր ւ 1Լ(դ

ղրոնևրի խ*|- (|?*|<Հ1, II П> «?յէ — 1) Sil/ V ոբդականա թ լան p^'ji/p֊

ման քէէ »ո/и լան վրա դրվաձ 
են ճչդրի/ո աս իմ սլա нш ական

,,Ր,,հ սս>^^ անափակա մների դե սլքոլմ սաադված 
բանս/ձևեր ֆա ն11<ւՒ ալի համար։ ևրր
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