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Р И Оосспйн

О безусловной суммируемости рядов в линейных 
топологических пространствах

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР А. А. Талаляном 26/\Ч 1974)

Условимся относительно обозначений:
.V —произвольное полное отделимое линейное топологическое про
странство;
5 пространство конечных измеримых па (О, I) функций с метрикой, 
эквивалентной сходимости по мере;
Т регулярный матричный метод Теплица (').

Для хп£Х символ ОХ**)  будет обозначать, что ряд V 
хп после любой перестановки (сходится) суммируется методом Т н 
пространстве X.

* Заметим, что множество (сходимости) суммируемости вообще говоря зависит от 
порядка членов ряда, так что может нс найтись нн одной фиксированной точки, и
которой ряд безусловно (сходится) суммируется.

Если /„ (7)^5, то (з^ЛДО п. Ь.} п. Ь означает, что
ряд 2/п (Г) после любой перестановки (сходится почти всюду на 
(О, I)) суммируется методом Т почти всюду на (0, 1)\

Последовательность (х„) в банаховом пространстве Е называется 
Г—базисом (23), если для любого х(^Е существует единственный ряд 

который Г—суммируется к х.
Последовательность (хп ) в Е называется безусловным Г бази

сом, если после любой перестановки является Г—базисом.
Понятие безусловной Г—суммируемости ряда является прямым 

обобщением безусловной сходимости. В связи с этим естествен воп
рос о взаимоотношении между этими понятиями.

('.формулируем ранее полученные результаты в этом направлении.
Теорема А (В. Орлич (*))-  Чтобы п. (Г)л. А.,

необходимо и достаточно выполнение условии /л(Г)-*0  п. А.
И. II. Волковым было замечено (на примере ряда ^.1), что без до
полнительных условий п п- & Далее В. Ф.
Галош кипим и А. М. Оленскнм (։) было показано, что ряд являет
ся по существу единственным примером безусловно суммирующегося, 
но расходящегося числового ряда.
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Т е о ре м а Г> (А. М. Олевскнй (°7)). Если ряд (/) (/„£5') безус
ловно Т—суммируется п Ь., то имеет место равенство /„(/) = /(/) 
+?«(/)• (/. ?"£.$), где ряд ^МО безусловно сходится п. Ь. При 
миом, если метод Г суммирует ряб (коротко 7^1), то ДО 
может быть произвольной, если же 7’^1, та /(/)=(! и. Ь.

Нетрудно заметить, что теорема А натекает из теоремы Б.
Теорема В (П. /1. Ульянов (8))*.  Если ряд »Т) (/«£■$) бе

зусловно Т суммируется по мере, то /«(0 = Д/) |-»я (/) (/, ?я£5), 
где ряд ^?л(0 безусловно сходится по мере и если 7'^1, то Д0 О 
п. Ь., а для Т\\ /(I) может быть любой.

• На самом деле II. Л. Ульяновым было доказана теорема В для более широкого 
класса матричных методов суммируемости.

•• Нисколько нам известно, в X вообще говоря, ГУт„ -
Первоначально утверждение, сформулированное в следствии, были доказано 

нами другим способом. Л Л. Талалян обратил наше внимание на возможную 
связь этого утверждении с теоремами Б, В. Это замечание послужило поводом для 
установления теоремы I.

При этом П. /I. Ульяновым было показано, что теорему Б мож
но получить из теоремы В.

Метод доказательства теоремы Б позволяет установить более 
общий результат:

Теорема I. Чтобы ряд ^л„ (х„ £ А՜) был безусловно Г—сум
мируемым (в Д’) необходимо и достаточно, чтобы имело место 
равенство лл=?-Ь'?л. где ряд безусловно сходится и безуслов
но суммируется '. причем, если 7^1, то г—О, в противно.и случае 
■г может быть любы .и элементом из X.

Ясно, что теорема 7? получится из теоремы I. если в последней 
положить Х — 8.

Теорема 1 позволяет, используя некоторые ранее известные ре
зультаты (доказанные для случая, когда Г—единичная матрица), 
обобщит։, их на случай любых регулярных 7՜ методов.

Ниже формулируются несколько таких обобщений.
Прежде всего заметим, что из теоремы 1 легко вытекает
Следствие **.  Н любом банаховом пространстве безус

ловный Т базис является безусловным базисом.
Далее, учитывая это следствие и известные факты о том, что в 

пространствах С(|О, 1|) (Карлин (“)) и /։(|О, 1|) (А. Пельчинский (։и)) 
нет безусловных базисов, получаем, что верна

Теорема 2. Ни при одном методе Т в пространствах 
С(|О, 1|) и Л։(|О, 1|) нет безусловных 7' базисов.

Далее из теоремы I и известного результата Дворецкого - Род
жерса (п) легко следует

‘Гсо рем а 3. Чтобы банахово пространство Е было конечно
мерным. необходимо и достаточно, чтобы для любого метода Т вы
полнялось соотношение

аТ^ЦХл || (хп^Е)
Верна также
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Теорема 4. Чтобы ряд ^хп в банаховом пространстве был 
безусловно Т суммируемым. необходимо и достаточно, чтобы лю
бой его подряд Г суммировался.

Необходимость вытекает из теоремы I и соответствующей тео
ремы Орлича (когда Т единичная матрица): достаточность требует 
особого доказательства.
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