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МАТЕМАТИКА

С I Опсепян

О конечноточечных бикомпактных н Н-замкнутых 
расширениях топологических пространств

(ПреДСтпвлгни чл.-корр. АП .Армянской ССР Р. А Алекс.шдряиом 25/У1 1974)

В настоящей заметке рассматривается вопрос о том, когда хаусдор- 
<|>ово пространство допускает //-точечное хаусдорфово бикомпактное 
расширение и когда оно допускает //-точечное Н-замкнутое расши
рение. а также вопрос о числе таких расширений. В случае /1=1 хо
рошо известна теорема П. С. Александрова об одноточечной бнком- 
пактификации локально бикомпактного хаусдорфова пространства (').

Результаты этой заметки являются следствиями более общих ут
верждений, часть которых приведена в (3 !).

Семейство ? открытых .множеств топологического пространства 
(А. V') назовем открытым фильтром этого пространства, если оно удо
влетворяет следующим условиям:

(^՝>) 0 € ?;

(Դ) г>։, г>2 Հ ք ► £՚։ Ո Պ € г!

(ք։) V Հ ք, и, € И. т С Г| >/>։ - 7.

Пусть зг—семейство всех открытых множеств топологического 
пространства (А’. V), дополнения которых бикомпактны. Легко про
верить, что з» для любого топологического пространства (А, V7), 
удовлетворяет условиям (Л) и (А՝д) открытого фильтра, поэтому оно 
будет открытым фильтром тогда и только тогда, когда (Л', Г) неби- 
компактное пространство.

Семейство Ф открытых фильтров пространства (.¥, I I назовем от
делимым. если для л обой пары различных злеменгоз ?, * £ Ф сущес
твуют и £ <? и V £ ф такие, что и П ^ = 0-

Теорема 1. Хаусдорфово пространство (X, I ') допускает 
п-точечное хаусдорфово бикомпактное расширение тогда и только 
тогда, когда оно локально бикомпактно и обладает п дизъюнктны-
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ми открытыми множествами vi п) такими, кто вы
полнены следующие условия:

п
(i) U vi г «V, 

i- I

(н) V< и V ® v л Vi 0.

При этом число различных (неэквивалентных) п-точечных 
хаусдорфово бикомпактных расширений совпадает с числом различ
ных отделимых семейств, из которых ка нсдое семейство Ф состо 
ит из п открытых фильтров пространства (X, V), удовлетворяю
щих условию |1 |?; ? t Ф1 = 3v-

Сле тствие. Пространство R*. при т 2 не допускает п ,2 
точечное хаусдорфово бики нпактное расширение, а в случае т=1 
не допускает п 7 точечное хаусдорфово бикомпактное расширение. 
Вместе с тем, в последнем случае наряду с одноточечным сущес
твует единственное (с точностью до эквивалентности расширений) 
двухточечное хаусдорфово бикомпактное расширение.

В самом деле, из условий (<’), (/7) теоремы I вытекает, что Rm 
может допускать «-точечное хаусдорфово бикомпактное расширение

Л

только тогда, когда Ji содержит такой элемент v -U v, , пересече- 
т- ։

ние которого с любым элементом семейства аи состоит из п 
дизъюнктных непустых открытых множеств. Так как v £ э», то су
ществует замкнутый шар В. содержащий Rmjv. Имеем Rm) ZJ£ot и 
у B)=Rm'B. Ho Rm[B при т^2 связно, следовательно нельзя 
представить в виде объединения п^.2 дизъюнктных непустых откры
тых множеств, а в случае т = \ его нельзя представить в виде объе
динения п?>3 дизъюнктных непустых открытых множеств.

В случае т=\, п = 2 легко проверить, что открытые множества 
г՛, (—оо.З) и г, (а,ф-по) при i>3 удовлетворяют условиям теоремы 
1, следовательно R՝ допускает твухточечное хаусдорфово бикомпакт
ное расширение. Единственность такого расширения следует из того, 
что, как легко проверить, существует только одно отделимое семейс
тво, состоящее из двух открытых фильтров ?։ и пространства R\ 
удовлетворяющих условию ф։ Q ?։= э и. Базисом для <р։ служит семейс
тво |vn®։:®^ee|. а для ?3—

. 1егко видеть, что теорема 1 в случае я = 1 равносильна извест
ной теореме П. С. Александрова об одноточечной бикомпактификации 
локально бикомпактного хаусдорфова пространства.

В самом деле, пусть (X, V) небнкомпактное пространство, тогда 
поскольку, как было замечено выше, зг—открытый фильтр, то в слу
чае п=1 условия (/) и (П) теоремы 1 будут выполняться автомати
чески. если в качестве vt взять произвольный элемент семейства оу. 
Обратно, если для некоторого открытого множества у։ выполнено ус
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ловие (И) теоремы 1, то пустое множество не принадлежит семейству 
«г, следовательно эг открытый фильтр, а пространство (X. V') неби
компактно.

I аким образом, для случая л —1 теорему 1 можно переформули
ровать следующим образом:

Теорема Г. Хаусдорфово пространство (X. V) допускает одно
точечное хаусдорфово бикомпактное расширение тогда и только 
тогда, когда оно локально бикомпактно и небикомпактно При 
этом такое расширение единственно с точностью до Эквивалент
ности расширений.

Пусть Н\ семейство всех открытых множеств хаусдорфова про
странства (Л՛, V), дополнения которых Н замкнуты, а Н\,—семейство 
всех открытых множеств пространства (Д', V'), внутренность замыка
ния которых принадлежит Ну. Легко убедиться, что Ну С Ну.

Теорема 2. Хаусдорфово пространство (X, V') допускает п- 
точечное Н—замкнутое расширение тогда и только тогда, когда 
оно локально Н замкнуто и обладает п ди {ъюнктны ии открыты
ми множествами V, (( 1.2,.. .. п) такими, что выполнены сле
дующие условия:

п
(/) иI / ’

(//) V/ и Т» П г’/ -л 0.
При этом число ра тличных (неэквивалентных) п —точечных 

Н замкнутых расширений совпадает с числом различных отдели
мых семейств, из которых каждое семейство Ф состоит из и от
крытых фильтров пространства (X. \’), удовлетворяющих условию 
Н\ СЦ1?:

Следствие. Пространство Нт допускает бесконечно много 
различных п—точечных Н -замкнутых расширений при любых т 
// П* ՝ ’ I, Г

В самом деле, рассмотрим, например, случай т - (в остальных 
случаях рассмотрения аналогичны). Разделим плоскость А*՜ на 
п частей с помощью п лучей Г/ (/=1. 2, • ■ • л). исходящих 
из одной точки, н пусть VI множество точек, лежащих меж
ду лучами Г/ и Г1+/ (Г,,4./ =1 ,). Очевидно, эти открытые множества 
и(- (/=1,2..........п) удовлетворяют условиям теоремы 2. следователь
но, /?’ допускает п точечное Н — замкнутое расширение при любом 
и. Пусь <р, открытый фильтр пространства А?2 с базисом 
у^5| |. Семейство Ф, состоящее из открытых фильтров > гч,
очевидно, отделимо. Учитывая, что для пространства /?։ Н\ и зр совпа
дают, легко проверить, что Ф удовлетворяет последнему условию теоре

мы 2, т. е. Ну с Л С А/. • Исходя из различных семейств п лучей, 
г-/

таким способом можно построить бесконечно много различных отдели
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мых семейств п открытых фильтров, удовлетворяющих последнему 
условню теоремы 2. Следовательно, согласно згой теореме простран
ство А* при любом п допускает бесконечно много различных п то 
чечных Н—замкнутых расширений.

В случае л=1 условия (։), (п) теоремы 2 равносильны тому, 
что пространство (А՛, Г) не является Н— замкнутым. В самом деле, 
пусть ( А’. V) не является //-замкнутым. тогда Не удовлет
воряет условиям (/“",) и (А,) открытого фильтра, т. е. //г базис от
крытого фильтра. Поэтому условия (/՛), (//) георемы 2 будут выпол
няться, если и качестве Т'։ взять произвольный элемент из Н\ . Обрат
но, если для некоторого открытого множества г’։ выполнено условие 
(н) теоремы 2, то пустое множество не принадлежит /Л , следова
тельно. пространство (А*, V') не является Н—замкнутым.

Таким образом, в случае п = 1, теорему 2 можно переформули
ровать следующим образом:

Теорема 2’. Для того, чтобы хаусдорфово пространство 
(А'. V) допускало одноточечное Н -замкнутое расширение, необ
ходимо и достаточно, чтобы оно было локально Н— замкнутым и 
не было Н—замкнутым. При шюм число различных одноточечных 
Н—замкнутых расширений совпадает с числом различных откры
тых фильтров ? пространства (X, V). удовлетворяющих условию 
Нс С ? С И*.

С точностью до эквивалентности расширений, можно считать, что 
все одноточечные расширения пространства (А', V7) определены на 
одном и том же множестве 'Л - А'1Цу], поэтому каждое такое расши
рение определяется только заданием топологии на X. Пусть —отио 
шение частичного упорядочения на множестве О՝։ всех одноточечных 
// тиснутых расширений пространства (А", И), определяемое сле
дующим образом: (X, И7։)>(Х, II ։) тогда и только тогда, когда 
и։си'։. • - 1

Следствие. Для любого локально П за ахнутого и не П 
замкнутого пространства (X, \ ) множество Оу полно с указанным 
отношение» и обладает наименьшим и наибольшим злементими 
другими словами пара (<л\ , ) образует псевдотополо'ию

R случае, когда (Д'. V') локально бикомпактное, по небнком- 
пактное, хаусдорфово пространство, наименьшее одноточечное // 
замкнутое расширение совпадает с одноточечной бикомпактификацией 
этою пространства.

Пусть (Д'. V7) /\ пространство. Обозначим через г՝>\ семейство 
всех открытых множеств пространства (X, IX), которые являются ю- 
иолнениями к конечным подмножествам множества А'.

Теорема 3. 7’,- пространство (X, V) допускает п точечное 
бикомпактное 1\ расширение тогда и только тогда, когда ино 
жество X бесконечно. При тюм число различных и точечных би
компактных Г, расширений равно числу различных семейств, и 
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которых каждое семейство Ф состоит и< п открытых фильтрол 
пространства (X, V), удовлетворяющих условию
ЗуСЛ а<*у-

С точностью до эквивалентности расширений, можно считать, 
что все п точечные расширения пространства (X. V') определены на 
идиом и том же множестве 7=^ У, где Г=!у։. у3.....у„}. На множест
ве всех л-точечных расширений пространства (X, V) рассмотрим сле
дующее отношение >: (X, IV ,)>(/. IV,), если существует непрерыв
ное отображение /: /н; /., оставляющее неподвижным множество Л'.

Следствие, Пусть (X, V) бесконечное 1\ пространство, 
тогда для любого фиксированного п среди всех п -точечных биком
пактных 7։ расширений этого пространства существует наимень
шее расширение. Это же расширение является нии иеныиим и сре
ди всех п—точечных Тх расширений.

Если (Л, I ) к том} же небикомпактно, то семейство Л՛, всех 
одноточечные бикомпактных 1\ расширений, с указанным отношени
ем >полно и обладает наименьшим и наибольшим элементами, т. е. 
лара (Му, >) образует псевдотопологию.

В случае, когда (Л՜. 1՛) локально бикомпактное и небнкомпакг- 
ное хаусдорфово пространство, наибольшее одноточечное бикомпакт
ное /, расширение совпадает с одноточечной бнкомпактифнкапней 
этого пространства.

Теорема 4. Хаусдорфово пространство с первой (соответственно 
со второй) акс иомой счетности допускает и-точечное хаусдорфово биком 
лактное расширение, удовлетворяющее первой (соответственно второй/ 
аксиоме счетности тогда и только тогда, когда оно счетно в бесконеч
ности и удовлетворяет условиям теоремы I.

Следствие. Либо все конечноточечные хаусдорфово бикомпакт 
ные расширения локально бикомпактного хаусдорфова ирш транстви 
удовлетворяют первой (соответственно второй) аксиоме счетности, 
либо ни одно из них не удовлетворяет первой (соответственно второй) 
аксиоме счетности.

Теорема 5. Хаусдорфово пространство с первой (соответственно 
со второй) аксиомой счетности допускает п-точечное Н-замкнутое рас
ширение. удовлетворяющее первой (соответственно второй/ аксиоме 
счетности тогда и только тогда, когда для него выполнены условия 
теоремы 2 и оно обладает счетным семейством Н-замкнутых подмно
жеств таких, что каждое его Н-замкнутое подмножество содержится в 
некотором из них.

Следствие. Для любых т и п пространство Ит допускает бес
конечно много п-точечных Н-замкнутых расширений, удовлетворяющие 
второй аксиоме счетности и бесконечно много п-точечных Н-замкну
тых расширений, не удовлетворяющих первой аксиоме счетности.
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