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В настоящей статье рассматривается проблема Неванлинны —Пика 
(։) в матричном аспекте, а именно: дана последовательность точек

^Ч« • • •» 1։П’ • • ■ Р/ ' ,։у>0)

ИЗ открытой правой полуплоскости и последовательность квадратных 
матриц т-го порядка

и>։, о>։, . . . гв'п, . . .

из открытой правой матричной полуплоскости; ищется позитивная мат
рица-функция ®=о»(Х), то есть голоморфная в правой полуплоскости, 
удовлетворяющая условию

Нета(/) = — |®(Л)+®*(>-)| 0

такая, что
®(4)=®а’։, «’(>,) =«'а, . . . »(ХЯ)=®П . . .

Мы устанавливаем здесь теснейшую связь этой задачи с теорией 
/ растягивающих матриц-функций (*).

В основе исследования лежит известное неравенство Шварца — 
Пика для позитивных матриц-функций:

Как обычно, сначала решается усеченная проблема. Справедлива 
Теорема: Для того, чтобы матрица-функция о>(/) была ре

шением проблемы Неванлинны-Пика для конечного числа пар 
Ш] (/«1,2, . . л), необходимо и достаточно, чтобы матрица-
функция удовлетворяла основному матричному неравенству



(2)

№(>.)+«>; к'(/.)ч- к»; । *>().)+»*(Х)

В предположении, что блок

неособенный’, решение неравенства (2) записывается в виде дробно- 
линейного преобразования произвольной позитивной матрицы-функции 
ш(л)

матрицей коэффициентов которого является групповой элементарный 
множитель (։), то есть /-растягивающая в правой полуплоскости, /- 
унитарная на мнимой осн матрица-функция

где

(3)

II II Л* ’ — 1 • 2е/ —
Параллельно рассматривается и пошаговое решение задачи. Ус

танавливаются следующие факты:
1. Каждый /-неотрицательный проектор: Рг=Р. PJ 0 полного* 

ранга может быть записан в виде

В скалярном случае вырождение блока Д приводит к единственному решению, 
являющемуся рациональной позитивной функцией Вопрос о вырождении блока .1 и 
матричном случае здесь обсуждаться не будет.

“ То есть максимального ранга, о данном случае равного т.
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(“'и+«’о*)“,«'о (^’о+И'о')՜1
И'о( «'о+да,;)-' да0 и\,( «'0+да0՜) ®о+Ч>О

2. Если

Ао(Л)=/4-_^о_р= АН 
л—>о <?(>•) </(>)

элементарный множитель полного ранга, а и>(/)—произвольная пози
тивная матрица-функция, то дробно-линейное преобразование

<£՛(/.) = Н>.)*(л)-| </(л)]֊‘|ш(Х)а(Х) + с().)| =Л0(|.)|«»(/)| 

определяет позитивную матрицу-функцию да(/|, являющуюся общим 
решением интерполяционной задачи да(л0)=ши с одним узлом.

3. Общий вид позитивных матриц-функций, удовлетворяющих 
любому конечному числу первых условий

ММ^да,, ®(/,)=»։........ к,(лп) = шп.
представим в форме суперпозиции дробно-линейных преобразовании

да(л) = Л1(л)|Х։(Х)| . . . |£„(к)|шп(Х)Ц ... ||, 

где юп(/)—произвольная позитивная матрица-функция. Матрица коэф
фициентов результирующего дробно-линейного преобразования равна 
произведению элементарных множителей полного ранга

Ап(/.)£я_,(/.) . . . /г(/.)А։(л)

/.(,)-/ , р р . (»!'’ + «'/’•>-'«Г «' + »!'>• )֊•
X—)./ '' ‘ к».О* ) 'к՛!" к»’11' (к//* I ' ’

(4)

где матрицы —так называемые параметры Шура —последовательно 
находятся по формулам

)| . . 44,-4^ )1®< II ■ ■ II. и‘=2. 3........

(да,” = «’։>•
Таким образом, постановке любой задачи Неванлинны-Пнка соответ
ствует бесконечное произведение двучленных множителей полного 
ранга

• • • 4п(Х)(.я_։(л) . . . /.2(л)/-1(Х),
п-ое частичное произведение которого

5Л(М = 4Л(Х)ДЯ-։(Х) . . . Ц&'М'Г

является матрицей коэффициентов дрэбно-линейного преобразования 
произвольной позитивной функции, дающего общее решение усечен
ной проблемы. Справедливо и обратное утверждение. В самом деле, 
'■•дадим произвольное бесконечное произведение двучленных множи
телей полного ранга
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где все различны между собой. Проектор Р։ каждого такого мно
жителя определит позитивную матрицу . По к*}0 строим матрицы

и формулируем проблему Неванлинны—Пика; найти позитивную мат
рицу-функцию И7 >• удовлетворяющую условиям •»(>у)=и|у (/ 1,2,...).

Тем самым показано, что проблема Неванлинны-Пики адек
ватна изучению бесконечного произведения двучленных множите
лей полного ранга. I

Дальнейшее исследование связано с рассмотрением кругов Вейля.
В терминах /?я(>) неравенство (2) переписывается в виде

1т/1 - ֊ >°
или

где

так называемая матрица Вейля. Неравенство (5) означает, что при 
фиксированном > множество решений »('■) неравенства (2) заполняет 
матричный круг Вейля Дя(/):

®('»=-ад„-՛ «в» I.

Изучение поведения кругов Вейля при возрастании и приводит к сле
дующим результатам: центры 5я/?~։ стремятся к конечному пределу; 
радиусы рИ’ 5яА?-’5д Т„ и 1 монотонно убывают; каждый
круг Вейля вложен в предыдущий.

В силу основной теоремы С. А. Орлова (’) ранги левого и пра
вого радиусов предельного круга не зависят от выбора X * /у.

Мы будем говорить, что проблема Неванлинны Пика вполне не
определенна, если оба радиуса имеют неособенные пределы.

Имеет место теорема, являющаяся обобщением известного крите
рия Данжуа (запись станет более прозрачной, если считать, что не
зависимая переменная меняется в единичном круге):

Для того, чтобы проблема Неванлинны-Пнка была вполне неоп
ределенной, необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд

£,(1֊ГЛ)*У (М<1).

Обозначение 1-п(») . . . /.,(/)/.,(?) ВЯ(А) не случайно. Доказано, что матрииа- 
функиня Яя(>.) (3) разлагается в произведение множителей вила (4).
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Это условие является необходимым и достаточным для сходи 
мости произведения Бляшке-Потапова двучленных множителей, нор
мированных в точке =0 к /-модулю (’).

И, наконец, доказана теорема о структуре радиусов круга Вейля 
для любой усеченной проблемы Неванлинны —Пика. Основываясь на 
ней, удалось доказать следующие утверждения для предельных ра
диусов:

1. Если левый радиус неособенный, то и правый радиус неосо
бенный;

2, Если правый радиус неособенный, то левый либо неособен
ный, либо равен нулю.

3. Можно построить проблему Неванлинны —Пика с вырожден
ными левым и правым радиусами любых наперед заданных рангов.

Органическая связь теории аналитических матриц-функций с дру
гими классическими задачами составит предмет отдельных исследова
ний.

ОДСССКИИ П ХН<М1։1П1Ч<Ск11П институт
Х»1.П>ДН.1ЫН»Н Пр<>МЫШЛГ1111(ХГН

I». Վ. ԿՈՎ1ԼԼՒձՒՆԱ. Վ. Պ. ՊՈՏԱՇՈՎ
Ւն 11 |ւ ի ն |ւ տ մետրիկան Նե ւ| ւս ն ||ւ ն ա-Պ ի կ|» ււ| ր ււ բ । Լ մո ։ մ

ներկա հոդվածում դիտվում է Նևանլին ա-Պ ի կի Հայտնի ինտերւպո^
յացիոն խնդիրն ավեւի րնդհանուր մատրիցային դրվածքով ։

Հատած էդրորլևմի լուծումր բերում Լ հեսւևյաք էդնդմանր սւ’(/) մատրի- 
ցտ* ֆուն կցիան կհանդիսանա քննարկվող խնդրի յուծում այն և միայն այն 
դեպքում, երբ ) -ե բավարարում Լ րստ էությամբ Շվարցի-Պիկի ած- 
Հավասարութ յւոնր հանդիսացող հիմնական մատրիցային անհ ա վա ս ա բու- 

թյանրւ
Այդ անհավասարության րնդհանուր լուծումր ներկայացվում Լ կամայա

կան ս/ոդիտիվ ա(/>) մ ատ րիցտ-ֆունկցիա յիցյ£.(>) = |ա(/ )ծ(/.) 4- )| ֊«|ա(/.խ(>.)+ր(*)I

կոէոորսւկսւ- ղծայիՆ ձևափոխության տեսքով, որի էքործակիրների

/?(/) ճ(/ )
Г(/.)

ծ(/) \
(Խ ) ք

•էատրիցան Հանդիսանամ Լ խմբային արտադրիչ, այսինքն' ինտերսյոյյա֊ 
Э/՚այի հանդ,ոյցներոսր քևեոներ ունեցող, աք կիսաՀարթռք/յուններո,մ ] ֊ձղող 
ե կեղծ ա п անցբի վրա /-անիտար մատրիցա ֆունկցիա։

Միամամանակ ասյացուցված Հ Նևանյինա — Պիկի սյրոքյեմի ադեկվատո։֊ 
քքյո,նր յրիվ ոանդի երկանդամ էլեմենտար արտադրիչների
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անվերջ արտադրյայի տրմանր ւ
Վերջապես է Նևանլինա— Պիկի 

ա եււուքք յոէնրւ Տրված ( սյրորլեմի
համար դիտ արկված Լ Վեյքի շրջանների

(ի "վին ա նորոշուքք յան հա յտանիշ Ի ուսում-

п
> I

P^pppjJ: о

նասիրվում Լ աջ և Аш/и սահմանային շառավիղների սարուկտ ուրան ւ
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