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В статье Д. Б. Фукс и М. Б. Фукс (։) поставили вопрос о том.

на какую степень 
9

числа т делится выражение *п(т) =

/тп \
— ( I в случае, когда 

\/и՞-’ /
си на 22л+-’ при «^>1 и. на

т просто. Они доказали, что ап (2) делит- 

основе анализа числовых примеров, выска
зали следующие предположения.

I. ։я(2) при л>1 делитсн на 2,л .
2. Если р просто, то а/։(р) также делится на высокую степень 

числа р.
3. Если число т является составным, то »,,(/«) не делится на 

высокую степень числа т. 1*
В настоящей статье доказывается следующая
Теорема I. Для любого простого р и любого натурального 

I имеет место сравнение

Вр^р^Л ՛> ’/З 

3<Йя «)+։

2' •

тоб

гпоб 3,<3"-ч+8

тоб 2 ’

тоб 2'17

при /7>3

при р = 3

при р — 2, «>1 

при р — 2, п = I

Здесь Вр-л есть (р— 3)-е число Бернулли (нумерация четна։՝, 
то есть 50=1, Я։ = 1/2,...).

Следствие 1. ап(р) при р>3 делится на р'п -՛, а„(3) белит
ся на 3Дл+1 и з„(2) при л>| делится на 2*'’.

Следствие 2. Пусти т степень простого числа, причем 
т-^21 при л = 1. Тогда яп(т) делится на тл"

Следствие 1 доказывает первые дна из указанных предположе-
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ний. а следствие 2 показывает, что третье предположение неверно, по 
крайней мере для случаи, когда ш есть степень простого числа.

Из теоремы следует, что *п(21) при л>1 делится точно на 
|/(Зл 1) + 1|-ю степень двойки, a an(3z) на |/(Зл 1) 2|-ю сте
пень тройки. Ответ на вопрос, будет ли in(P՛) при любом /?>3 де
литься точно на |/(Зл—1) 4-3|-ю степень числа р зависит от того, 
может ли делиться на р числитель дроби В„֊з. По этому поводу 
можно сказать лишь, что подобная делимость не имеет места для чи
сел, регулярных в смысле Куммера. Кроме того, из таблиц (см. (։). 
стр. 561) можно заключить, что В։, л О mod р для простых 
р Z 4001.

/ plk \ т ь
Доказательство теоремы. Положим ). = v г,

\р1{ '•/ f_։
^։* = Хл(Л0. 11т = П(/л), где н двух последних случаях i пробегает 
те натуральные числа ^֊т. которые не делятся на р\ через ?, как 
обычно, обозначается функция Эйлера. Обозначим, далее, через /<(;) 
следующую функцию целочисленного аргумента:

(I)

где Hi In l-j-i, ls&՜ Л ’̂ >Pln Очевидно.

(2)

Покажем, что

5211 = П Р/(Л|)-, где Xt р,п ՛ 

сп
(3)

Действительно, легко усмотреть, что

(4)
Ь I

где = 1 t р | .. Л р' используя (4) с т = р‘", р'*~‘. р1п—р*-1՝
получаем:

Gi < I \р п-/! =п -1.1 ')ПФ
/

//I I__ pin l + i)

Отсюда, с учетом (I), получим (3).
Так как Л/ делится на р. то из (I) следует, что

Р(х/)«(х/-!)...(Л',—Рл'+1) = (
где количество скобок в произведении равно ?(/?"<)• Следовательно,

<r0/= H(/>rt<), «,/ <։о£-|(РяО>

uSi- — — a„i (1 .(/>"'))’ 1 .(/>"')

(5)



Формулу (3) можно теперь переписать в виде

в п (6)
сп /-։ aai

Так как 'г(рп‘) = Рп՝~Чр 1) является нечетным только при р = 2, 
/!,•= 1, а п, — то в этом случае n = i= I, л/ = х,—2/ *, 
О<и = «։«= 1. = - 2'+’—1. ТО есть

Р։(х։) = 2' ՛' — 1 при р = 2, л = 1 (7)

Исключая случай л=1, /’ = 2, i — 1, имеем:
P,(xz) = а0/-а։/Х/+а,/л*- ...

Отсюда Р։(Х1)=аш—вцХ1 T«2/xJ mod х3, то есть

P((xj—<)0/ =анр1п*։ + ;։-1р:1п 21 (mod д։/"+3') (8)
Для дальнейшего нам понадобятся две леммы (их доказательст

во приведено в конце заметки):
Лемма 1:

1 .(/>'') -
-Яр 
3

—р,։-1

(mod pn l)

(mod рп)

при р >3,

при р — 2.3.

.'I ем ма 2:

«р-з Р2П (mod Л7" * *) при Р>3,

֊З7՞ 1

22"֊։
При доказательстве теоремы

(mod

(mod

3’") при

при
мы ограничиваемся

p = 3,

P = 2
случаем p>3;

доказательство в случаях р = 2,3 аналогично (в случае р = 2, п I 
вместо (8) используется (7)).

В силу формулы (5) и лемм I, 2.
«л = О mod

• о
----dill D,, 
3

рп1

3 р311>

Так как л, = !п—14֊/, то отсюда
(lap

Вместе c (8) это дает

21л , 2/ _ Q mod рл,1,-,-г31

—(l»i В,, з 
3

tpVn-2l 31 mod p~iln 21 Я|

Оц = mod /»•"<•*

Р/(х/)—a0J =

При ։ = 1 отсюда следует, что
Р։(х։)— ап = ^-aOiBl,.ipi2,n-21 ‘ mod

в случае же />1

Р/(х/)—«2/= () mod рл,п-^‘ ‘ 

(9)

(10)
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ибо и этом случае 3/>4, а Вр.л не содержит р в знаменателе (в си
лу теоремы Штаудта, см. ниже).

Из (10) и (6) следует, что

1 = mod рип-я < (11)
^01

Таким образом.

I -сп =֊ fn(-^-L 1 )= J®֊l ) сп Р>(Л'1)-՜-1 mod р11՞֊21 * 
X сп / X “oi / "и

то есть, в силу (9), cn \=cn mod р1 Отсюда

cn = cx^=p‘ mod р'^. (12)

Так как лп(р1) = е„ \ —сп, то из (9) и (11) следует, что

~Д>1 = ± вр-з р31”-* 3 mod p^-2t 4.

CfX <*U1

С учетом (12) окончательно получаем

։n(/7z) = — #z,_3 pMn-l з mod pitn-l+4,
3

что и требовалось.
Доказательство лемм 1 и 2. Напомним известные свойстве чн 

сел Бернулли:

(а) Яд-։ = 0 при Л>1; (13)

(б) М/л) = (Л-И)֊' ; (14)
Г> \ I /

(в) теорема Штаудта: пусть т —четное положительное число; 
если т г0 mod р—1, Вт не содержит р в знаменателе, а если 
т = 0 mod р—1, то

рВт^—\ mod /?; (15)

(г) сравнение Куммера: если /// —четное положительное число 
с mod р — 1, то Вт]т не содержит р в знаменателе и

Вт р }Цт+р—\) = Вт/т mod р (16)

(доказательства см. (’), стр. 505 —509). Теперь докажем некоторые 
вспомогательные предложения.

I. Для любого г

'^i-i(pn) = \г-й(рп ') 2(pn) mod рп 1

Действительно, по теореме Эйлера, ir*i,'n ” = 1 mod рл 1 при 
Z^-0 mod р. Следовательно, /-*=/'•</’"И)՜2 mod рПт' .

II. Если k л-f-l, то 2#(рл) mod рп 1 (это очевидно).
III. Если k четно и больше 2 и ^>3 при л=|, то

^(Pn)=^nPn (mod рп 1 ).
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Действительно, в силу (I I), sfc (/>") = (// -{ 1) 1 \

= Rkp" г —А‘"4—•—( ') Вк-2р*п (֊ ... Так как k

2 А Т 1 \ 3 /

Л* 1 tpnl 

четно и

k—1=41, то B*-t -0 (см. (13)). Гак как, далее,

рп1.

Таким образом, достаточно доказать, что если />3, то 
k */?* \-iрп' =0 mod рп Из теоремы Штаудта следует, что 
РВк । /2.(1 mod р. Если г'р"1-՝1 Omodp" при (>֊3, то />’/?» + ։-/ 
(->я'-э^0 moj । н Требуемое доказано. Если же i ՝pnt~‘i о 
mod рп при i 3. то легко проверить, что (л, р. /)=(1, 2, 4) или 
(1, 3, 3), а оба эти равенства исключены условием.

IV. Если р>3, г>0, то

вг?(Рл41)_2=—Вр * mod р

Действительно, из (16) следует, что при четном положительном 
т - 0 mod р— 1 и s>0 имеет место сравнение

Вт ։(л-1)/(т-| .<։(/?—I)) Вт;т mod р. или Bm ։(/,_։> =(ni—s)Bm/rn 
mod р. Если т=р—3 и 1 то т ֊ s(p \) = грп(р—1)—2 =
=г?(ря + ։) —2. Отсюда

Вг^(рп ։»—2- ——------—--------- }—Вр-ъ —Вр-з mod р.

р—3 3
V.

v_,(p») . _ modH" "₽" Р>\ . .

2 12™ при р—2, //>1.

Действительно, если i (I mod р то по mod р2П имеем:

J_ 1 _ рм-2рп1±2Р _ 21^-1) _ _ 2/J,___ L_\
P (p"—!՛? Р(рп—1)* P(pn-ip pn\i pn֊i)'

Суммируя это сравнение по тем /, для которых I 0 mod р и 
1^(<рп/2, получаем:

Y-dPn) ֊?-i(Pn) mod р2П. 
Рп

Отсюда следует утверждение V.
Приступим к доказательству леммы I. Пусть />>3, стС/?*01) 

— 2 ?л ( 1 Тогда, последовательно применяя I. II, III, IV, получаем:

1 ■Арп) ^г^{рп ')_5 (/>”) ^"{рп+\}- .(рп) В,^ ^^рп
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9
—RP лрп mod pn ’.
3

Так как /'?(/’" ’>‘2 0 mod p I при p 2, 3, то из (15) следует, 
<ito pR r^pn 1 mod p. Пусть p = 2, 3 и я>1. Учитывая ут
верждения 1 III и последнее сравнение, получим: 

и*
v_2(p") «֊ В,^рп \}_ipP mod рп 1

֊ - рп՜' mod рп

Справедливость леммы при р = 2, 3, « = 1 проверяется прямым 
просчетом.

Лемма I доказана. Лемма 2 следует из леммы 1 и утверждения V.
Заключительные замечания. Аналогично доказывается следующее 

усиление теоремы 1.
Теорема 2. Пусть р —простое число, гп (т, р, /1.) =

которым р входит в

gh 0 mod р и - показатель степени,

. Тогда

—gh՝8p з( gP‘ \pW-*> ’ mod р'"՞-2»4 при р՝ 3.

3 \ Л /

btlp'.g.h) \д/(3я ֊2) э

2р,н

mod З'”՞֊2’ 3

mod 2'<Ял-։>»м* 

mod 2Н 2

при р —Л, 

при р=2, л>1, 

при р=2, л=1

Как мне стало известно во время оформления статьи, А. И. 
Ширшов доказал теорему 1 при />—2,3, /=1; он получил также 
следствие 1.

Автор благодарит 10. А. Брудного и Д. Б. Фукса за внимание к 
настоящей работе.
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дшбЦшдшЛ |iGiul]iuG Z-|> КшсГшр inbq|i
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—֊’>•■' (ПЮ(1 • )։ Ьрр ^>3
3

3'<ЗЯ֊’> а (той З^֊1’ 3 ), Ьрр /?=3
2/(.и-п+| (րոու! 2'<эп-|)+2 )։ ьр|, р=2։
2'+՛ (тос1 2/+-’), Ьрр р=2, п=\Ւէաժեէքատու|»յուհջ, ոբւոևղ 8ք,3-ը ՐհւՆնւսլլիի (/’ 3)-րր|

Այս թեորեմր պատասխան Լ տայիս այն հարցերին, որոնք աոաք 
րտշվաձ Դ. №. Ֆարսի և Մ. №. Ֆարսի կողմից (յ).
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