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1. Рассмотрим риманово пространство Гп, метрика которого в 
некоторой системе координат имеет вид

</$’ -- г(ис, ис) £аЬ (и1*) с!иа (1иь 4- р(ис, и1') ё-оь («**) йиа с1иь (I) 
1 1

(а, Ь, с, с! = 1. 2............ «։); (а, Ъ, с, И = пх 1֊ I. л։ }- 2.......... п)

Если г г(ие), р—р(ис), то пространство Уп будет приводимым (’), а 
если г — г(ис), р р(и(), то Уп есть полуприводимое пространство (*). 

Приводимые и полуприводимые пространства, а также поверх­
ности в приводимых пространствах, изучены в работах (։՜5).

В настоящей работе рассмотрим поверхность Хт в римановом 
пространстве Ия, метрика которого имеет вид (1), где функции г и р 
зависят от всех координат (ис, к7).

Компоненты метрического тензора такого пространства будут

= «с)£/,л(«</) (Л), №=0 (В).

£аЬ~Р(ПГ, ие)£И(и^) (С).

Теорема 1. Для того, чтобы метрику риманова простран­
ства Ил молено было привести к виду (I) необходимо и достаточ­
но. чтобы оно допускало квазичебышевскую-квазичебышевскую 
(Кч Кч) композицию двух многообразий, с вполне ортогональными 
трансверсальными позициями. Причем, система координат, в ко­
торой метрика Уп имеет вид (1), является адаптированной по 
отношению к этой композиции.
Доказательство. Адаптированные характеристики специальных компо­
зиций даны в работе (*). Н частности адаптированной характеристн- 
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кой (Кч. — Кч.) композиции являются выполнение условий

с;г=՛^ И). (в). (3)
Нетрудно видеть, что из (2) следует (3), то есть \7п с метрикой (I) 
есть пространство (Кч.—ЛЧ.) композиции. Наоборот, предположим, что 
риманово пространство является пространством (Лч.—Кч.) композиции 
двух многообразий Л1Я, и А1П, («։+«3 = п) позиции Ил, и 14, которых 
вполне ортогональны, то есть имеют место (2. В) и (3). Тогда из 
(2. В) и (3. А) получим

<Яп£0» 
диа

= 2?а- (4)

Свертывая (3. А) по индексам Ь и с и используя соотношение (5 
стр. 164)

сИп /о _ д 1п /р ------- -и =____ ֊4֊.
ди" ' аЬ диа

где определитель метрического тензора Уп, а #։—определитель 
тензора £аь, получим

I . ОМУ,
■а п—п1 диа ’

где Я,—определитель тензора £аь- Подставляя это значение в 
уравнений (4) н интегрируя их получим

КаЬ = и~)ГаЦИ^)- (5)
1 2

Аналогично, из (2. В) и (3. В) получим

КаЬ = и^Ка^и՛՛). (6)
I

Из (2. В), (5) и (6) следует (2). Этим доказательство теоремы 1 за­
вершено.

2. Пусть уравнения поверхности Хт в |/”я будут

—«“(V), ца = иа^) (а = 1, 2. . . . /л). (7)

Определение 1. Поверхность, определяемую в (1Л>.) уравне­
ниями иа-иа(у' ) (иа-иа{1Р )), назовем проекцией Хт на 14, (1%), 
или первой (второй) проекцией Хт и обозначим через ‘Х„, СХт,).
Определение 2. Пересечение поверхности Хт с Уп, (1Л,,) назо­
вем первой (второй) внутренней проекцией поверхности Хт.

Нетрудно видеть, что т, т, т, т, т. Координаты
обозначим через (р։—I, 2.......... тх). Из определения 1 еле-



дует, что ) и уравнения 'А'л, в 14, можно записать в
виде ца=ца('у>> (V ) ). Аналогично, уравнения 'Хт, в 14, можно за- 
писатьв виде и°=иа('уь(у> ) ), где ^(^=1,2.......... от»)—коорди­
наты Хт,. Следовательно, уравнения (7) поверхности Хт в 14 мож­
но привести к виду

иа иа('у^(у՝)), да=аа('г>ь (г(«)) (8)

Касательные некторы 'Хтх ('Хт1) в 14,(14,) обозначим через /։?(71в).г I г>
а касательные векторы Л'« в 14 обозначим через («“, «").

За нормальные векторы к поверхности Хт в Уп выберем некто­
ры (ЛО), «/), (О, А), (<։=1, 2, . . л,-от,). /=л։-и,Н

'Ц—от, {-2..... от, 4-от,—от), (4 от,-Нот,—от4-1, от, гот։—от4-2 . • от),
где ,а-нормальные векторы 'Хт, в 14,, а ^нормальные векторы

в Уп.
В дальнейшем, если речь идет о поверхностях Х„, 'Хт, и тХт։> 

то всегда предполагается, что они рассматриваются в Уп, 14, и У„։ 
соответственно, пока не оговорено противное.

Сравнивая основные уравнения поверхностей Х„, гХт, и '~Хт, 
получим следующие формулы, выражающие связь между метричес­
кими н вторыми тензорами этих поверхностей:

^֊1’.

д'у" 
ди3

д'у?> 
ду՝

д'у^ 
дг՛'

д'у1՝
ду'

д'у'՝ 
ду'

д'и՝՝ 
дх^

д’г՝3՝ 
дг՝՛՝

д'у* 
ди* ду' (9)

(10)

(П)

с^'у՛1՝
ду3 дг>‘‘

• дР еа~^ ~ I Рр са~, ——■ г Са/.՝х« р. ___ — . — г • </. _____  _
2р диа ’» * ՛ ду' 2р диа '• ' ‘ ду3

— • " •
2г '>

- ֊ • ։• - -к ЧЦ. (12)
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(Р1. ’։• "1֊ 14 = 1. 2............ (рз. °։. V I1։ 1.2.............................
где £։,,—метрический тензор, Л,,, А։ъ Л,,—вторые тензоры Хт\ 

ц ч »..

'{Гр,.!—метрический тензор, — вторые тензоры, (7^—-коэффициен-
11

ты связности 'Л'т,; метрический тензор, ^л—вторые тензоры, 
г 1

О՜», -коэффициенты связности 'Х,п,՝, векторы >.’• и >.’• удовлетворяют

уравнениям
>р*'£(р։ += О, 
I I

О, если ( ^ 5

1, если /=$
-I -3

а величины К, К, Н. Н определяются из уравнения 
о I»

-- аг 2}_  I*
Я'"'—= 

ди՝' ’ /,

(13)

(М)

(15)
• •

(16)

/ 1 ։ ж

Используя эти формулы доказаны следующие теоремы. ,(
Теорема 2. Первая (вторая) внутренняя проекция является 

омбилическим чногообразием для нормали типа (0, #), ((*“, 0)).
». _ Г|

Теорема 3. При изгибании проекций. 'Хт1 и 'Хт, поверх­
ность Хт также изгибается, причем так, что остается неизмен­
ной в подпространстве \/т^т, пространства V п, являющемся то­
пологическим произведением этих проекций.

Отметим, чго теоремы 2 и 3 были доказаны н работе |’| для 
поверхности Хт, вложенной в приводимое пространство. Оказалось, 
что эти теоремы справедливы я я том случае, когда поверхность Хт 
вложена в Уп с метрикой (1).

3. Если т^т^ — т, то поверхность Хт назовем бицилиндричес­
кой, или бицилиндром индекса (гя։, т3). Уравнения бицилиндрической 
поверхности можно привести к виду

иа = иа(г>'}, иа = и»(^) (/ = 1, 2............./л։): (Г-т։+1, „<։ + 2, . . „ т).

Нормальные векторы такой поверхности будут только типа 
('и. 0| и (0, •/*). Из (9), (10) и (II) получим формулы, выражающие 

связь между метрическими и вторыми тензорами поверхностей Х,„, 
Хт, и Хт,.

Запишем эти формулы н системе координат (V1, V1)

Ю7=0. КП '1Ги,
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Ьц= ——Н g■lյ, 
»։ ». »\ 2рц

Ьц = — — Н ёц, Ьп=О, Ь'й^'Ь]],
>• 2г ч ՛, ՛,

I (/, у = 1,2... ., <л։); (I, /=л»|4֊1, т1+2.......... "')•

Используя эти формулы доказаны следующие теоремы.
Теорема 4. Поверхность Хт есть (Кч.—Кч ) композиции.
Теорема 5. Для того, чтобы поверхность Хм была вполне 

геодезической, необходимо и достаточно, чтобы ее проекции 'Хт, 
гт, л др оси Х„ были вполне геодезическими и векторы —и, —— при­

ди" ди"
подлежали соответственно поверхностям 'Хт, и 'Хт,.

| Теорема 6. Для нормали (*а, 0) ((0, *в)) тх(т2) линии кри- 

визны поверхности Хт совпадают с линиями кривизны поверхнос­
ти 'Хт, ('Хт,) для нормали •" (>"), а остальные т„ (тх) линии 

кривизны лежат на поверхности 'Хп„ ( Хт։), которая есть омби­
лическое многообразие для этой нормали.

Теорема 7. Для того, чтобы Хт была минимальной; необ­
ходимо и достаточно, чтобы ее проекции 'Хт, и 'Х,П։ были мини- 
I -Ф °,гмильными и векторы —~ и -----— принадлежали соответ-

. ди" ди՛'
ственно поверхностям 'Х^, и 'Хт,.

Пусть Г — некоторая линия на поверхности Х,П. Ее проекцию на 
'Л'Ш| ('Хт,) обозначим через Г ( Г).

Теорема 8. Если две из линий Г, Т и Т асимптотические 
др дг ,и векторы —и - — принадлежат соответственно поверх­

ностям 'Хт, и 'Хт,, то третья также будет асимптотической.
Теорема 9. Проекция 'Г (Т) геодезической линии Г поверх­

ности Хт будет геодезической для поверхности ’Х,п, ('Хт,) тогда 
I ֊. ■. др / дс \ .и только тогда, когда вектор ----- — I-----— направлен по ее каса-

2 дг' \ дг" !
тельной. ,. ՛ -

4. Если тх=т2=т, то существует взаимнооднозначное соответ­
ствие попарно между поверхностями Х,п. 'Хт и ‘Хт. Уравнения такой «V * »
поверхности можно привести к виду и"=и"(у ), ив=иа(г»՛ ) (р = 
- 1, 2..........т)„ где иа = иа(г ) уравнения 'Х,„, а ма=иа('г ) урав­
нения 'Хт. Свойства такой поверхности Х„, зависят как от свойства 
ее проекций 'Л'т и 'Хт, так и о։ характера соответствия между эти­
ми проекциями. Рассмотрим поверхность Х„ в подпространстве Ггт
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пространства Vn, являющемся топологическим •мизведенном ее про-
екциб 'Хт и 'Хт. Нормальные векторы Хт в У*, будут только типа 
(Л V5) (/=1, 2. . . т).

I I _
Предполагая, что соответствие между ’Хт и 'Хт конформное, то

есть
'g^ = f֊'gr^ (13)

для метрического тензора £,■>, и вторых тензоров получим выра­

жения _
£р=£₽, + '^. (14)

КгЛд” 4՜ !■<> I* ) 4- 4- h — I?)

(н= 1. 2............. т)' (15)

где
1 оЧпл _  1 dlnp j _  1 dlnr
2 dtf * 2 d?»։ ’ ՝ 2 до’

Используя формулы (14) и (15) доказаны следующие теоремы:

Теорема 10. Если в (/3) )=с—, где c = const, то поверх- 
Р

ность Хт в Vjm будет омбилической.
Теорема И. Для t-ой нормали на поверхности Хт сущест­

вует многообразие т—2 измерения, все направления которого яв­
ляются главными для этой нормали. Эти направления ортого- 

■ _*_• 
нальны вектору /.’ и лежат на поверхности уровня функции —.

I г
Теорема 12. Если две из поверхностей Хт, 'Хт и 'Хт на­

ходятся в конформном (аффинном) соответствии, то и третья 
находится в конформном (афинном) соответствии с каждой из 
них.

Теорема 13. Если г=р, а поверхности 'Х„ и '~Хт находятся 
в аффинном соответствии, то Х,п в Vj„ будет омбилической.

Теорема 14. Если г=р, а в (13) /.=1, то поверхность Хт в 
будет вполне геодезической. 

2 т 
1 ср,пГеорема 15. Если г—р, а в (13) >.=------- ------- , где c = const,
1—ср7"՜՜5 

то поверхность Хт в V'2m будет минимальной.
Теорема 16. Если г—е^р, а поверхности 'Хт и нахо­

дятся в конформном соответствии с вектором конформного преоб­
разования ?. , то поверхность Хт в 1/2т будет омбилической.
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I. Ա. 1րԱ^եՎՈ11Տ11Ն
Մա կ Լ րևո ։յ յ> նԼ г р մի քանի ոիմանյան ?երտավօրող տարածւււ բյո ւննԼրփ մե₽

մ խնղիր Լ ղրվտմ т սրռմնասիրել քք1 չափյւ ,\Պ մակերե֊ 
վայթի ^աէքէկա թլտններն աքնպիս/է ո իման լան I ո տարածս։ թ քան մեջ, որի 
մետրիկան կարելի Հ րերեք

ժ^=ր(սԼ иС)КаЬ^}^^иЬ^р{ис. ис)(ГоЪ(и1 }(էսս(1սհ (Ո Դ 5

(а, ծ. с, մ = 1. 2............ л։); (а. Ь, с, մ=«։ г2. . . л)
տեսքի: Նաիւ տրված է / / ) մետրիկա լով 1/^ տարածուկ լան երկրաչափական 
րն ու աղի րր է որր հնարավորոէ լուն է ավել ( ՜* ՚ ) աշխատանքներ 
ված մեքժողր կիրաոելսւ նշված խնդիրր լա ծեքիս։ Ս.լնւսհեէոև տ II/*

կերեI» (թի պրոյեկցիաների սահմանամնևրր և ղ տնվում է մակերես» էՒ^Ւ
նրա պրոլեկցի աների հիմնական մեծությունների միջև ւլոլոէթլան ունեցող 
կասլերր արտահայտող րանաձեերըէ Օղտվե լով աշք րանաձևերից տսլացո» ց֊
ված 4, որ Хт մակերես։ լթը ( I) մետրիկայով V ո տարածս» թլան մե♦ սժտ֊
ված է մի շարք հատԿ"լէԿ ա ննե րով:
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