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(Представлено академиком К) В Прохоровым 20/ХП 1973)

Случайную раскраску плоскости в А/ цветов будем называть 
марковской, если при движении вдоль каждой прямой на плоскости 
чередование цветов составляет марковский процесс.

Случайная раскраска плоскости называется однородной (и изо
тропной), если она стохастически инвариантна относительно группы 
всех параллельных сдвигов (и вращений) на плоскости.

Вопрос о существовании однородной и изотропной марковской 
раскраски плоскости в два цвета возник в работах (*-’). Первый при
мер такой раскраски построен в работе (’). где использовалось раз
биение плоскости на выпуклые многоугольники пуассоновским про
цессом прямых. В работе (։) случайные поля прямых использовались 
для построения однородных (но ие изотропных) марковским раскра
сок плоскости в два цвета.

В настоящей работе строятся однородные и изотропные раскрас
ки плоскости в два цвета, с криволинейным । границами между цве
тами.

Будем искать случайные марковские раскраски в следующем 
классе раскрасок. Пусть |/9;)—последовательность независимых оди
наково распределенных случайных выпуклых фигур на плоскости. 
■Ю) —случайное множество сдвигов, такое что |/(О| образуют одно
родное пуассоновское точечное поле на плоскости, где О любая фик
сированная точка плоскости. .Множество закрашивается черным 
цветом, а его дополнение на плоскости белым. Очевидно, таким об
разом получаемая раскраска плоскости целиком определяется распре
делением случайной выпуклой фигуры !> и параметром пуассоновско
го точечного поля р/О|, который мы будем обозначать буквой |».

I По поводу понятия распределения случайной выпуклой фигуры 
и заметим следующее: если заранее предполагается, что с вероят
ностью единица ИСУ, где V' есть класс выпуклых фигур, причем 
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каждая фигура из Г определяется конечным числом параметрон, то 
I) определяется щданием распределения в пространстве параметров. 
Другой способ построения случайных выпуклых фигур (точнее, .мно
гоугольников) состоя। в использовании специальных стохастических 
конструкций (’).

Введем некоторые обозначения, связанные со случайными рас
красками рассматриваемого класса. Пусть /, = ։= 1-2..........
где ё прямая на плоскости; /. [//:/, 01՛ л"/—левый конец интерва
ла /,-, Ф(Л)—функция распре телепня произвольного интервала из /,

Л ) =— Ф(Л). Па прямой ё черным инетом оказывается закрашен- 
г/Л 

Ж
ним случайное множество Л = 1.1 /,. а белым /1 = ё/А. Очевидно.

Г-1
имеют место представления Л=П/д, для любого Л есть интервал, 
ЛПЛ=0 ПР”

Я-Щ.—для любого /г Д есть интервал УлГ|/,-0, при /г I. 
Обозначим через |/д, ֊/*1 чередующуюся после ювательпость черных 
и белых интервалов (рис. 1). возникающую на прямой

Рис. 1

Предложение I. Если |Д/}—последовательность независи
мых одинаково распределенных случайных выпуклых фигур, а 
пуассоновское множество сдвигов, то:
а) |Л/|“ есть пуассоновское случайное точечное поле на £.
б) R чередующейся последовательности 17*. ֊/*! интервалы независи
мы, а длина произвольного интервала из имеет экспоненциальное 
распределение с параметром равным интенсивности точечного поля 
|х/).

Следовательно, для того, чтобы возникающий на прямой случай
ный процесс был бы марковским, необходимо и достаточно чтобы 
(](х) имела бы вид О(х) 1—е-ос, где О функция распределения 
произвольного интервала из \Jk\-

Найдем связь между 0 и Ф. Обозначим через Н интенсивность 
пуассоновского точечного поля Связь между О и Ф опреде
ляется уравнением Г. Маттерона.

/I Л 
е-ви<М4.н. I . |1-0(х) (1)

II

где £7(Л) $ | 1 -Ф(х)|(/г.
6
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Это уравнение легко решается с помощью преобразования Лап
ласа. В частном случае, когда (/(•*) I <’ Ф(д) имеет ннд

1֊ Ф(.\-)= («4-М) . е м) ՝
(2)а -| н е~1о1 ।

Следовательно, для того, чтобы функция распределения произ
вольного интервала из ;7*| била 61.1 экспоненциальной, Ф(л) должна 

иметь вил (2) и плотность Л1(л) ֊ — Ф(л) 
(1х

П։ г) = " (а Н|՜ е (° Н>՜Л
(3)

Рассмотрим два частных случая построения последовательности 
1Л. Л1 с помощью конкретного выбора И и р.
I. Пусть ; случайная валнчнна с плотностью распределения /(г). По
ложим О К(г). где А'(г)~круг радиуса г Найдем связь между < и 
Ф. Легко видеть, что

1 <!>(//) г*—/С- ■ (1г, (4)
1> л 

Л՝2

где г0—средний радиус круга.
Дифференцируя (4| по й находим

?(*) = А Г А) 
2г0.‘ /4^֊

Л 2
Й*

15)

,елая замену переменной и 1г* и обозначая
г

полу- 
I

аем

16 • с0 • ?(й) _ [’ /,(//) ({и 
Л /и й*

■
(6)

Это есть интегральное уравнение Абеля. Как известно, его решение 
имеет вид:

Функция /(г) и если 

из (7) находим

—^0, т. е. если ^\х) — г--- О
(/г\ \ : / х

«В
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Таким образом, дли того, чтобы решение уравнения (5) явля
лось плотностью распределения, -(х) должна удовлетворять следую
щим двум условиям: 1 1

I =(0 (8|
] —___ а Г <со,
и (

?'(-Ч֊—՝0. (9>
X

Из (3) видно, что Л1(0) 0 при а О. Следовательно, условие (8) не 
выполнено. Таким образом, не существует такой плотности распре
деления радиусов кругов, для которой плотность распределения про
извольного интервала из Л имела бы вид (3).

II. Майелсом (՛) предложена стохастическая конструкция слу
чайного многоугольника II. обладающего следующими свойствами 
Если И,-;—последовательность независимых многоугольников Майл
са. то случайное расположение оказывается однородным изо
тропным. (Здесь |М—пуассоновское множество сдвигов) и в этом 
случае Ф(Л) = 1—.
Заметим, что многоугольник II стохастически эквивалентен так назы
ваемом) .произвольному многоугольнику* из числа тех. на которые 
плоскость разбивается пуассоновским случайным полем прямых. Пред
ложенная Майлсом конструкция позволяет обойти сложности, связан
ные в этом случае с понятием .произвольный многоугольник*.

В качестве случайной фигуры И выберем смесь фигур II н К(\). 
именно, произведем независимое испытание с вероятностью успеха р 
н неуспеха I—р В случае успеха полагаем /9= II, а в случае не
успеха полагаем Л — А*(;).

Рассмотрим соответствующую последовательность интервалов

Пусть заданы произвольные н и </. н>0, 0 (] 1. Очевидно, что 
за счет выбора интенсивности р можно параметр распределения дли
ны произвольного интервала из сделать равным Н, Выбором р 
можно добиться, чтобы плотность распределении длины произвольно
го интервала из имела бы виз

7) • ?!<-«) 4՜ <7 • > • е՜ ' ՝ (Ю)

Здесь и ниже ?։(х) плотность распределения длины произволь
ного интервала из класса \1г.1[ 0 // =АГГ)7/А'(’/)|. Следует выяснить, 
существует ли плотность ^г) распределения радиусов кругов такая, 
чтобы в имела бы вид (3), т. е. чтобы

Л4(лг)-(1 — у) ■ ?։(х) ]-д ■ I ■ е~,х.

Вопрос сводится к тому, существует ли решение уравнения 
Абеля со свободным членом 
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) - -- Л1(х) - /. • e- *,
1 — <7 1-q

являющееся плотностью распределения.
Мы видели, что для этого ?Дх) должна удовлетворять условиям

(Ч) и (9), которые эквивалентны следующим двум условиям

• |н-е <»

|а^_н . е-1" и,г|3

Ч! =«,

M,jr—u|
֊(֊/ -е АЛ

(II)

(12)

(а г н)'Ч’-,о М<’

Легко проверить, что существует ^<^©0 такое, что при />'о не
равенство (12) выполнено для всех х 0.

Действительно, левая часть неравенства при а = <) равна нулю, а ее 
[первая производная по х в точке х и отрицательна при всех
/։<оо. Заметив также, что производная по > отрицательна при всех 

1х 0, получаем, что существует о 0. такое, что при любом / в 
окрестности (0/) неравенство (12) выполнено. Очевидно, что сущест
вует '•» . такое, что при >>>։ неравенство (12) выполнено при всех
х Следовательно, бери /п птах ('։, X?) получаем, что при 
неравенство (12) выполнено для всех х 0.
I Таким образом, однородные и изотропные черно-белые случай
ные марковкие раскраски можно получить, закрашивая черным цве
том объединение случайных кругов и многоугольников, разбросанных
по плоскости согласно пуассоновскому закону.

В Замечание. Пусть УП?(а՛) случайное поле волокон (*)
а (/„—класс гиперплоскостей в /?и. В работе (”) показано, что при 
п 4, если ЭД(и’) есть однородное и изо։ройное случайное поле воло
кон, а точечное поле /л.4Аг является псассоновским случайным 
точечным полем (#60,,). тогда с вероятностью единица $?(к՛) 
Состоит из прямолинейных волокон.

■ В (") отмечалось, что легко построить при всех п 2 примеры 
однородного и изотропного 9Х(к՛) с прямо линейными волокнами, для 
которых ГО?(тс')П^ является пуассоновским точечным полем, однако 
указывалось на отсутствие примеров соответствующих 2Я(а՛) с крн 

полинейными волокнами при л =2,3.
I Результаты настоящей заметки доставляют отсутствовавший при
зер. Если положить а=А. а в качестве однородного и изотропного 
поля волокон взять границы случайной раскраски, то точечный про
нес пересечений х любой прямой окажется пуассоновским.

9 Автор выражает благодарность Р. В. Амбарцумяну за руковод
ило работой.
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Վ. Կ. ՕՀԱՆ&ԱՆ
ճար pni|»|iuu երկու բույնով մաгկո։|յւս1ւ պատահական ցունա։|որ ման 

ւ| Letup եր յալ

Աշխատանքում կաոուցվում են Տ* արթ ոէթյան համասեռ և իգո տ րոպ երկու 
էքայնով մարկովյւսե գան ավ ո րո ։ մն ե ր , գույների միջև կորագիծ սահմաններով։

Երկու գույնով էէ արկ ով յան պ ատ տ Հական գունավորու մներր փնտրվում 
են Հետևյալ գունավորումների դասում։

Դիցուք, ք)է\֊ն -'“'է՚Ըով!յահ 1//,ս1 անկախ միատեսակ րաշխման պատա
հական ուռուցիկ պատկերների Հաջորդականություն էք (ք^|-5ր տեդաշարմում- 
ների պոլասոնյան բազմություն Լ, Լ՛ք է՚1)յ րագմությունր ներկվոէմ Լ սև, իսկ 
նրա քրա ցում ր Հարթության վրտ սպիտակէ

Աշխատանքում, դիտողության կարգով քերված Լ նաև կորագիծ թելիկ 
ներով Հա րթութ յան վրա համասեռ ե իգոտրոպ պատահական թ ելիկնե րի 
դաշտի օրինակ, որի համար կետային դաշտր հանդիսանում է'
պուասոնյան կետերի դաշտ է

ЛИТЕРАТУРА—ԴՐԱԿ IL Ն II !• К 3 II I» Ն
1 £. C. Pielou, Biometrics, 20, 156—167. 1964. 2 .И. C. Harilrtt, Biometric», 20, 
891—892, 1964 > P. Switzer, Ann. Mali։ Statist,, 36. 1859 1863 (1965). 4 //. solo-
mon and P. U’a/i/j. Proc Sixth Berkely Symposium on Mathematical Slallsllcs and 
Probability. R £. Alvanccs in mathematics. Hl, 256 290 (1973) • i\ 8
Амбарцумян. ДАН СССР. т. 214, № 2 (1974). 1


