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МАТЕМАТИКА

К. Г. Валеея, И. Р. Карганян

О применимости одной теоремы неявных функций

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 28/XI 1973)

В теории неявных функций часто используется подготовительная 
теорема Вейерштрасса (,2). Обычно указываются лишь неконкретные 
достаточные условия применимости этой теоремы. Здесь доказывается 
более общая теорема. Из нее с помощью теоремы Руше легко нахо
дятся конкретные достаточные, а в некоторых случаях и необходи
мые условия применимости.

Теорема 1. Пусть f(p, [^—голоморфная функция от пере
менных р, р при p^Dx, Здесь D։, D3—ограниченные замкну
тые области соответственно с границами Г։, Г,, причем граница 
Г։ предполагается спрямляемой. Если при р£Г։. р£О։ выполняется 
условие

f(P,\‘№, (!)
то функция f(p, р) может быть разложена на множители вида 

f(P, р)=Р0(р) + /А(р) + . . . +/>"֊’£ я_։(р) ч֊рп|?(/7, и). (2)
Z>s(p) (s=0, 1, . . ., п— 1) — функции голоморфные при а 

?(р. р) — функция голоморфная при p£Dx, не обращается в 
нуль.

Доказательство. Возьмем р0С^г- Пусть функция f (р, |*0 
имеет п нулей в области Dv Ясно, что л —конечное число. В силу 
условии (1), при всех р D, функция f(p. р) будет иметь п нулей: 
Р։(р).......... Дл(р). которые непрерывно зависят от р. Для суммы s-ых
степеней корней имеем известные формулы

I/>»(,.)-22— (J=O.1,2,...). (3) 
Гл 2n/J op f(p. p)

r.
В силу условия (1) функции m$(p) будут голоморфными функциями 
от р. Построим многочлен л-ой степени

Q(p. р) = ^о(р)+М1(р)+ .. .4֊Р<’-'^-|(р)+А>".
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имеющий корни р*(р) (6=1. 2...........л). Для вычисления коэффи
циентов 6$(р) можно использовать известные формулы Ньютона (*) 
при 6„(р)=1:

V /«*(н)бл+»-И|0 4-^я-Лн)=0 (5=1,2............ л). (4)
*-1

Из них вытекает голоморфность коэффициентов 6,(р) (5=0, 1.....п -1).
Так как функция

?(/’. р) = ftP, lO
QtP, н)

голоморфна при p^Dx, v֊£D2 и не обращается в нуль, то это оконча
тельно доказывает теорему.

Замечание 1. Голоморфную зависимость от р можно везде в 
теореме заменить непрерывной зависимостью от р.

Замечание 2. Условие (1) является не только достаточным, 
но и необходимым для справедливости разложения (2).

Замечание 3. Области l\. D2 могут быть неодносвязными.
Замечание 4. В теореме можно вместо р взять несколько 

параметров р։, р............ р*.
Из теоремы 1 и теоремы Руше (։) вытекает следующая теорема.
Теорема 2. Пусть f(p, ^—голоморфная функция от пере

менных р. р при p^Dv Р’- Е)2, где D2—ограниченные замкнутые 
области с границами Г։. Г3. Пусть при некотором значении \i£D2 
функция f(p, р0) внутри области Dt имеет п корней. Если при 
p(Ji. выполняется неравенство

\ftp, Ро)1>1/(А 1‘)— /(Р, р0)|. (5)
то функция f(p,p) может быть разложена на множители вида 
(2).

Доказательство следует из условия (1), которое вытекает из не
равенства (5).

П р и м е р. Рассмотрим уравнение

У' + и’Пр. Н) = О, (6)
где Ч’(р, р) — голоморфная функция от р, р при

|р|<г. (7)

Предполагаем, что в кругах (7) функция Ч'(р, р) ограничена:

|ЧГ( Р< р) К Л! = const.
Поэтому при выполнении условий

|p|<min | г, рпМ 1 I, |р|<р 

будет справедливо разложение на множители 
л—I

/>"4-рЧг(р. р) = (/?я + р Мр)/>’)?(л р)» ?(р. р)^0. j -О
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II уравнение (6) может быть сведено к алгебраическому относитель
но р уравнению

/1-1

*-0

С помощью теоремы 2 уточним некоторые известные формули
ровки теоремы Вейерштрасса С*).

Теорема 3. Пусть известно, что функция /(р, р.) голо
морфна при 

И р, Iplssr
и ограничена там по модулю

\f(p. н)/И = const.
Пусть выполняются условия 

/(0.0)=0, ^0>=0.......... 0) =0
др дрп~'

Если выполнены условия

Д*я/(0,0) 
др*

а^О. (8)

(9)

где положительные коэффициенты я, 3 удовлетворяют неравенст
вам

< '41 -ft)—3 
1Н) + Г՞’

Рпа
(Ю)

п! М

то имеет место разложение на множители

f(P- |0 = Р,,(н) + . 4-рп-։дя-։([‘) гРпГ?(д р). ?(Л IU-0
Коэффициенты (5 = 0. 1.......... л—1) и функция ?(р, р) голо
морфны в области (9).

Доказательство. Функция /\р, р) .можно представить в виде

f(P, н)= — РпА Ч’(Л и), 
п\

где для функции Ч*( р, р) выполняется мажорантное неравенство

Неравенство (5) примет вид

орл(1—?)(!“’)

137



Оно выполняется в силу неравенств (10). Теорема доказана.
Теорема 4. Пусть известно, что /(р. ц։, . . |»/п)֊^ун«-

ция голоморфная при

1рКр. ||‘1| Հ Г1- • • ч |Н/т։1^,’/л

и ограниченная там по модулю

1/(Л 14՝ • • • = շօոտէ.

Пусть и меем разложение

Ф{Р, 0.............0) = апрп + ая+\рп * . . . .

Если выполнены условия (П)

I р I «տ ’р.
т

?гт

м

где положительные коэффициенты я, 'з 
ст вам

удовлетворяют неравен-

4 !֊?)֊?
41 ֊?)+₽-’ (12)5 = 

м ’
то имеет место разложение на множители

/{Р, И։, • - 14я) = (А> +А + • • • +Р"~'Ьп-х+рп)?(р, |Ч...........рто).

Здесь ф(р, |4, . . рт)(5=0, I...........п— 1), ?(р, И։, . . !1гс) го-
ломорфные функции в области (II), и «(/?, |1։, . . |1т).

Доказательство этой теоремы аналогично предыдущей.
Формулировки этих теорем отличаются от приводимых в (1։2Л) 

тем, что указываются конкретные достаточные условия (9), (10). (II). 
(12).
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