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Единалы квазигруппы

(Представлено академиком АП Армянской ССР А Л Шагнняном !0,'1У 1973)

В настоящей заметке рассматриваются группы внутренних подста­
новок квазигруппы и дается их характеристика (ср. (’) ).

Напомним (’), что подквазигруппа // квазигруппы Ц называется 
нормальными

I —левым делителем, если х(Ну\- Н(ху)=(Нх)у.
— правым делителем, если х(уН) -(ху)Н=(хН)у,
— (двусторонним) делителем, если хН—Нх, 

х(уН)=Н(ху)=(Нх)у, для всех х, у из (^.
Исходя из этого определения, введем понятие внутренних под­

становок квазигруппы С) (см. (’) ).
Именно, подстановки из ассоциированной для (} группы С}- вида 

яху = ^7у/-л/?у. /?х.у назовем внутренними левыми, подста­
новки вида ^.г,у = £;у‘/?уЛж, £, у = 1.~*1х1у назовем внутренними пра- 

г вы мн и, наконец, подстановки вида ТХ=1.~1ЯЛ, R,.,,, £х.у назовем 

(двусторонние) внутренними.
I Заметим, что здесь и везде ниже символы £ж, % обозначают 

■ левую, соответственно, правую трансляцию (], порожденные элемен- 
Iтом т. е. 1-ха=ха и &ха=ах, для всех а£(). Условимся через 

А и еа обозначать левую, соответственно, правую локальные единицы
1 элемента а нз <?, т. е. однозначно определенные решения уравнений 
|уа=а и ах —а соответственно (см. (*) )
I Объектом нашего изучения будут подгруппы !г /<((?).
|/=/(<7) группы С^г , которые порождаются, соответственно, всеми ле- 
|вымн, всеми правыми, всеми двусторонними внутренними подстанов- 

■ камн квазигруппы (?. Поэтому назовем //. /г, / группами внутренних 
■левых, внутренних правых, внутренних (двусторонних) подстановок 
Iквазигруппы (2 (см. (’) ).
| Нам потребуются некоторые из следующих соотношений, кото- 
|рые проверяются непосредственно.



а) /у ) — /ху, Я*.у(/х)~/лу 

?<.у(^х) =еху> 7-х.у(/у)=/ху»

7х( /х)~^Х»

для всех х, у из <Л

6) /?;‘^х7?у7/=7?х7Ь ^7։^у^х4=^у^ лля всех х, у из (].

В самом деле, /?».у = »г.у/?71^7՛А*у/?х, откуда Ях'у = Яу'^хЯ улх'у 

или ЯхЯ-^Яу'кхЯу1^ т, е. /?х/?7‘6=^;1^х^у։г}//- откуда и сле­

дует первое равенство. Второе—проверяется аналогично.

в) Я/г^7/. 1-?Л1г Для всех х, у€<?.

Действительно, Яул = ^֊^х^Гя= Р^ЛНХЯ/Л=* К,яХ £ //. Анало-

гично и для второго включения.
г) ^//, А7։/?вх7-х € 7г. для всех х, у£С).

Для проверки этих включений нужно в 6) положить х -= /л, —в 
первом случае, у=ех—во втором и воспользоваться в).

д) ^лС7/. Ке^г для ясех х, уСР-
С учетом в), полагаем в г) у=/х, в первом случае, и х=ех— 

во втором.
е) Л. Для всех х, у£р.

Действительно, /?;1,/?л = /?-• /?,л/?х 7/ и аналогично

для второго включения.
ж) /?71£Л-/?<,։ //։ 1^куЬе^1г, для всех х, у£(?.

В самом деле, /?г R-' Ьх%е = ахх £ 7/ и аналогично для«ж л с •• Л
второго случая.

Заметим ('), что подквазигруппа Н квазигруппы является ее 
нормальным левым (правым) делителем тогда и только тогда, когда 
!1(Н} = Н, (!Г(Н)=Н), а в случае двустороннего делителя, очевидно, 
эти условия переходят в такое: 1{Н) = Н. Поскольку /Х£/У, для каж­
дого левого делителя. ех^Н— для каждого правого делителя и любо­
го элемента х квазигруппы С}, то легко получаем следующий факт: 
пересечения любого непустого множества (левых, правых) нормаль­
ных делителей квазигруппы снова будет (левым, соответственно, пра­
вым) делителем этой квазигруппы. Отсюда становится понятным вы­
нести следующие важные понятия.

Определение. Левы.и, правым, двусторонним единила ми 
квазигруппы Ц называем пересечение всех нормальных, соответст­
венно, левых, правых, двусторонних делителей (}. Эти наименьшие 
нормальные левый, правый, двусторонний делители Ц будут обозна­
чаться здесь через £}, Ег, Е соответственно.

Отметим, что из включения /х£/7. ех^Н для любого х из Р 
имеем: /Х^ЕЬ ех£Ег и, очевидно, /Х£Е, ех£Е.

Связь между еднналами квазигруппы Ц и ее группами внутрен­
них подстановок устанавливает следующая 
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Теорема 1. Для любого элемента а квазигруппы имеют 
место равенство:

Щ/аУ-Ь, 1г(еа) = Ег, /(^)=£=/(е<։).

Доказательству этой теореме удобно предпослать лемму, причем 
рассуждения приведем лишь для одного случая, скажем, для левого 
едияала и группы внутренних левых подстановок.

Лемма 1. Подстановка ? из Ц- принадлежит тогда и 
только тогда, когда и £?<г()е /а произвольная ло­

кальная левая единица квазигруппы (}.
Для доказательства введем обозначение

Ра = !?/«€

где /а—произвольная фиксированная локальная левая единица в (?.
Покажем, что правая ассоциированная для Q группы Ц содер­

жится в Еа.
Прежде всего, Еа непусто: тождественная подстановка 

= поскольку, ввиду приведенного выше свойства в) всегда 

Я/а Ь.
Пусть ։(/а) = / и <р=У?/в, для некоторого Н£/;. Во-первых, 

проверим, что ЯхУ^Ра, если ъ^Ра, для произвольного х(г С}. Дейст­
вительно, так как /?*«( /а)=(х, то

/?л? = ЯЛЯ(н~Я1лЯгз н (: %1хЬ= Яях»Ь = — Я<ях-лаа^1-

Отсюда, по определению Ра> Ях?£Ра-
Во-первых, проверим, что Я~1^Ра> если у£Ра- Пусть вх=С т. 

е. ) =-'։- Тогда имеем /?,»? = = А\/?;։/?71 /?, н -

= А>5/?г1/?71/?,лН=/?4/?֊}Н е = откУда

опять Ра-
Теперь легко убедиться, что 9? _С£Д. Действительно, каждый 

элемент группы ()( имеет вид А*։ ’А?*1 • • • • /?7„՛՛ ” тогла Р? Ра^а- 

с другой стороны, тождественная подстановка £ Ра- откуда Ц — Г’а-
Сходным образом проверяется, что левая ассоциированная для 

С1 группа (2* содержится в Ра- Во-первых а- если ?£/ а- В 
самом деле, так как £Л-?(/а) х/, то /.л? = А ։/?/Н = А’гр, ¥н £ /?.Л = 
== откуда £Г?€Л»- Далее. 1~^^Ра- Для про­
верки этого положим т* е- Тогда г ‘/?/в =

=^։/?,»н = /гнз֊1е С ^иЬ- откуда £;’?</=•«. Таким об­

разом, СА Ра^.Р(1- откуда, в частности, Q^ ^Ра-
Как следствие полученных двух включений, получаем У-. _^а. 

т. е. = Еа.
Следовательно, подстановка ? из принадлежит // тогда и 

только тогда, когда Л, т. е. в том и только н том случае,

когда
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Второе включение доказывается по такой же схеме, если рас­
сматривать вместо Еа множество

■г=|*/?ср..
Отметим следствие, которое вытекает из доказанной леммы, ко­

торое относится к свойствам внутренних подстановок.

з) Л(/Х»(:Л. Для любых х^С}.

В самом деле, и <р £ т. е. ^(}х1^г/д>Л=А и, ес­

ли вспомнить, что внутренняя подстановка Гд=Ах’/?г, то получаем 

первое включение. Второе включение получается, если воспользо­
ваться .правым* аналогом леммы I.

Переходим к доказательству теоремы. Так как /й£ £/ и //(£/)=£/, 
то множество //(/а) = /УС£|. Покажем, что Н подквазнгруппа в <?. 
Если Л։, Л։ /У, т. е. А։ = «(/а), Л։ = |(/в), для некоторых ф, ф£//, то 
Л1 • Л: = ?(Л)'?(Л) = А>я/в>?(/а)=(/?^/в)7)(/а). По лемме 1 нашего 

пораграфа = //, т. е. /?;</„)£//. Отсюда, 6 Л т. е.
Л։ • Л։£ Н=![{ /а). Покажем, что /^'Л3(;/У и £”’Л,£/7, т. е. уравне­

ния Л,=уЛ, и Л։=й։х разрешимы в Н. В самом деле, мы показали, 
что если НЛ. то а тогда Отсюда,
= 1̂/в)?(/а) = (^1/в,ф)(/в) € М/а)=^. Теперь полагая в 6) х = 

= И/л) = У. имеем ^«/в> ^и/в)Л =/?’,„//. откуда ввиду /?и<п€ Ь, 

= т. е. £яв)^//. Отсюда опять £-։Аа = =
=(А-|/а>?)(/в)^ //(/а)=Н. Покажем, наконец, что Н нормальный ле­

вый делитель в Ц. Для этого достаточно проверить 11{Н) = Н. Но 
это видно из того, что /,=// и //(#) =//(//(Д) )=//(/а) ==//(/а) =/У. 

Теперь остается вспомнить, что Е[ содержится в каждом нормальном 
левом делителе Р. а так как Н^Е{, то £/ = Н = Щ/аУ Теорема до­
казана.

Следствие 1. Пусть Если для любого /д (ед) сущест­
вует /у (соответственно, 1у), что ^(/д)=/у (соответственно, 
^(ех) — еу), то (соответственно, <р£/,).

Действительно, пусть <р£ф- и ?(/,)=Л для х, у Тогда по 
лемме I, ?£ // = #/уЛ = //, так как по свойству в).

Следствие 2. (Е^, С/ь (Ег), С/г и Е՝С.1.
Действительно, проведем рассуждения для £/ и //. Пусть х£Е(. 

Тогда из равенства следует существование ?£//, что
?(/«։) = *• Из рассуждений приведенных в лемме 1, ясно, что Рх — 
= н = // т. е. С/Л

Для правого и двустороннего случая доказательство аналогично.
Прежде чем перейти к другим результатам, введем одно поня­

тие (ср. (’). стр. 63). Непустое подмножество 5 квазигруппы р на­
зовем (лево-, право) —самосопряженным, если /(5)С5, соответ­
ственно, /Д5)С5, /Г(5)С5 (Тогда в каждом из этих случаев /($)= 
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= 5, //($)=$, /Г($) = Я). Каждый элемент определяет (односторонне) 
самосопряженное подмножество /Дх), /г(х) нлн /(х). В смысле пос­
леднего определения //(Д) = £7. !Г(/Х)=ЕГ и Ц/Х) = !(1К) = Е состав­
ляет отдельные классы (лево-, право-)—самосопряженных множеств 
соответствующих локальных единиц, как это следует из теоремы 1

Л е м м а 2. Пусть Н подквазигруппа квазигруппы содержащая 
левый единая Е{. и

К=\к/к£Н, /1(Л)СН\.

Тогда К наибольший нормальный левый делитель ф, содержащий­
ся в Н.

Доказательство. Ясно, что К непусто. Далее так как 
//(А')С//, то //(К)=/?(К)=//(//(/О)=//, т. е. //(/С)С/С. //(/С)=/С от­

куда ясно, что К левосамосопряженное множество.
Проверим, что К подквазигруппа в С). Во-первых, Л • А с: А՜. 

Действительно, если ££А', ?£//, то из доказательства лемма 1 
? Я* €₽<***»•Отсюда ?(А'Л) = ?(Х?*А ) = (?/?*)( А') С 
^(R^l)(K)QRль)Ul(K))CR^K=K^k)^H?(k)aH, т. е. ?(А • А)СА 
и по определению А', А • К^К. Покажем, что для любого А' всег­
да /?-‘ЯСА' и ТЬХКСК. В самом деле, если /х лекальная левая еди­
ница для х, то пусть ?Я7։(Л) = $. Тогда, ?(/?;"’(/*)) = /, • 

т. е. по следствию 1, существует Ф£//, что = 1*. откуда <?=
Теперь, т(/л)=₽5Ф₽*(Л) = ₽лИ*) = И^€^. т. е. Н= 

— Н^(к}в = Н$, откуда в£Н. Таким образом, «(/?у|Х)=(?/?"|)А'= 
= (/?л'!»)А’=Ф(К')5СН. откуда R^KCK. Аналогично, Л^'А’^А'. Следо­

вательно, К подкваэнгруппа в (?. Так как //(А')^А', то К нормальный 
левый делитель в С). Далее, если Я нормальный левый делитель 
содержащийся в Н. то //(/V) С Л/ С Н, так что Л/СА\ Это завершается 
доказательство леммы.

Следствие 3. Всякое (лево-, право-) самосопряженное под­
множество порождает в квазигруппе нормальный (левый, соот­
ветственно, правый) делитель.

В самом деле, если подквазигрупиа Н порождается, например, 
левосамосопряженным множеством 5, то //(5)С5^Л/, т. е. ЗдЦА, где 
множество К определено в лемме 2, откуда А =5.

В качестве приложения понятия групп внутренних подстановок 
получается.

Теорема 2. Если подквазигруппа Н порождается в квази­
группе С) непустым множеством нормальных (левых, правых) де­
лителей, то Н сама является нормальным (левым, соответствен­
но, правым) делителем.

Действительно объединение нормальных (левых, правых) дели­
телей является (лево-, соответственно, право-) самосопряженным мно­
жеством. Остается воспользоваться следствием 3.
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Վ. Ա. 1»հԴ11ԼՐ5ՈՆ
Г վ in q |ւ խ if բ ի 1պինալբ

Օղավե լով քվաղիխմ րի նորմալ ձախ, նորմալ աջ ե նորմ աք րամ անա­
րարների ղաղափաբիւլ» ա աաան ощ մ ու нт մնաս Ւր‘1 ու մ 4 քվ'"ղի խ մ բի ասս-
ղարլվաձ խմբի /լ, 1ք Л / են թ ախմբե րր, որոնք առաջանամ են» համապա­
տասխանաբար • բոլոր

րպոր աջակողմ լան'
ձախակողմին' ii y=^ էէ^ I. /?r.y=/?7J^y^?X' ր* 7 մ л J J
3,v = / Л / ,,y=Z. ՚ձ. Ay. Pntnc երկկողմանի*• л < •’ Jr մ w

= /-7‘/?։» /?х.у և /-t. у ներքին աե ղ աղ բա թ լաննե բ ով։

^վաղիխմրի համար սահմանվա մ Լ ձախ — £/ր ո։ջ--- է^, երկկողմանի----քն
եդին ալներ» որպես համապատասխանաբար բոլոր նորմալ ձախ, բոլոր նոր­
մալ աչ և բոլոր նորմալ երկկողմանի բաժանարարների հաաամէ

հապ Հ հաստատվում ։ոե ղտղ րա թ լաննևրի ներքին ձախ---!լ, աջ—/Հ ե
երկկողմանի--- / խմբերի ՈԼ իլ9 £ր ե է' եղինալների միջև։

Ապաբաբվամ է հետև լալ թեորեմբ'

Թեորեմ 1. Երե Հ(1-ն և /ճ*ն ^վաղ|ւ]սւք|ւ|> համապատասխանաբար ձախ 1ւ 
աջ կամավոր լոկայ միավորներ են, ասրս՝

h(fa I ~~ ^r(ea)—Er* /(/и)=/(^)=л:

*!աղի!ոմրի համար ռահմանվսւմ է ինքնահամալա Ժ րաղմա թբոն ե
ասլաղա yt^nt մ է հեաևլալ թեոբեմբ.

Թեորեմ 2, Եթե // եհ|>ա|ւվազ|ւխումրն առաջանում I. Q րվաqիխմp|ւ ոյ 
qtutiHU|d| նորմալ, նորմա) ձախ, նորմա| աջ, րսւ(1անարսւրներով, ապա //-ր 
հաՐպիսանում I. համապատասխանաբար նորմալ, նորմալ ձախ, նորմալ աջ, 
բաժանարար:

ЛИ ГЕРАТУ Р А — Դ Ր Ա Կ Ա b II Ի H* j$ II Ի b

В Л. Бгг.1арнн, Нормальные делители в квазигруппах I, Ученные записи Epl У, №1. 
1973. : В. Д. Ьелоусов, Основы теории квазигрупп и луп, изд. «Наука., 1907.

R. Bruck. A survey of binary Systems. Berlin—Heidelberg—GblIlngen, Springer. 
Verlog. PJ66.


