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Об одной задаче растяжения прямоугольника 
с упругими накладками

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Б. Л Абрамяном 2/\'П 1973)

Исследованию напряженного состояния в полуплоскости с упругими 
креплениями посвящены многие работы. Подробная библиография по 
этому вопросу приводится в работах Р. Муки и Э. Стернберга ('). 
II. X. Арутюняна и С. М Мхитаряна (2).

В настоящей работе, также как и в большинстве работ, посвя­
щенных задачам о передаче нагрузок от накладок к упругому телу, 
применяется допущение Э. Мелана (3), а именно упругие крепления 
находятся в одноосном напряженном состоянии. Задача решается в 
перемещениях, которые представляются в виде суммы двух рядов 
Фурье по тригонометрическим функциям. Для определения коэффициен­
тов разложений получены бесконечные системы линейных уравнений. 
/Доказывается, что эти системы квази—вполне регулярные. Несколько 
нам известно, подобная задача для прямоугольника рассматривается
впервые.

I Рассмотрим плоскую задачу для прямоугольника, когда две
противоположные кромки его усилены 
расположенными накладками име­
ющими малую толщину Л, которые 
или приварены, или приклеены к 
кромкам прямоугольника. На внеш­
них концах накладок приложены 
равные растягивающие силы Р, на­
правленные вдоль осей накладок 
(рис. 1). Участки контура прямо­
угольника. не усиленные накладка­
ми, принимаются свободными от

частично четырьмя симметрично

Рис. 1

нагрузок.
В силу симметрии рассматривается только четвертая часть основ­

ной области (0 л ч. О^у^д), для которой граничные условия
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будут иметь вид:
<г(«, у) - О 

"лу(° »У) = О

(1.1)

(1.2)

На осях симметрии будем иметь

п(0,у)=тлу(0,у^г»(х,0) - тл>(х,0)=0. (1.3)

Исходя из допущения Э. Медана (։), а также учитывая малость 
поперечного сечения /' накладки, на кромке у-Ь всюду имеем

ау(х,А) = 0 (1.4)

и аналогично (4). если рассмотреть равновесия элемента накладки, 
получим граничные условия на у = А

-<у(х,А) = О (0<х<с)
а

’хуУ.1>№ (с<х<а), (1.5)
.Г

где: модуль упругости материала, а А—толщина накладки.
При этом отметим, что при л=с

ди
дх

(1.6)
у* А»

т. е. левый конец накладки свободен от нагрузки.
Задача решается в перемещениях, которые, как известно, долж­

ны удовлетворять уравнениям Ляме

11?2« + ('֊ 4 г) — =0,
ОХ

иу=г-

где:
. ди дъ „ д- д2
й — ֊ | - —— — ֊|~ -------

дх ду дх- ду2

а / и и упругие постоянные материала прямоугольника. Перемеще­
ния и и V представляем в виде следующих рядов:

^<-(1—Нд)
- & /?Д* ц у)зЬ'/ьу {- ' а А$|у.л, (А- у) 

с 1й а Ь

— 2(1 ')сЬ//,-у

б117* (а—л )—•> и ——'--------
$ 1։ •( к ч

§1п/*х—— V - — —■ к -1
т

2(1 —

У* ( 1)‘ 1

со$7*у чих

, *(« а )с1г( а л—

(1.К)
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V
х*(1 ,И*)| 

М* I' * (Ь — у)сй/А. у
/>^11/» (6 у) , 

сЬ/* Ь

С05/.* Л ф

«1п;А у

7» (и — х)$1>7* х 4֊

|к «с1г(* (а—х)
51г;*а

(I — 2>)с11 ц л (1.9)

(1 - 2֊-)$11>*у у»(-п* 1

где использованы обозначения

а •>

А* = 811/* Ь
сЬ/ А. Л
А*

сЬл* Ь + — 
/к Ь

» 
(I

£։Л(1 >)
<1.10)

коэффициент Пуассона. Напряжения выражаются через переме­
щения формулами

М* - 1 2 —

3л=' М 2|‘ — . =у-/А 2р —, 
дх ду

(1.11)

Нетрудно проверит!., что уравнения (1.7) и граничные условия (1.2) —
(1.4) будут удовлетворяться тождественно.

Из граничного условия (1.1) для определения неизвестных коэф­
фициентов хь и у*, после некоторых преобразований получим бес­
конечную систему линейных алгебраических уравнений следующего
вида

АВ
у* 1 О .д.С,, С* ,

I
(1 12)

(1.13)

(1.14)

где: т произвольный параметр, который может быть выбран по на­
шему усмотрению, а из условий (1.5) получим парные тригонометри­
ческие уравнения, содержащие неизвестные коэффициенты л» и у»

V хА81п/г; ֊< х„М„ Яп//;֊ < 5-^-/л(=) (0^;<:։) 
л-։ п । т

V ласозА$ = -—V
*-։ /п-,Г|

Уп
1 п---- -

?л(;)
2/:։/՝(1 -) (1.15)
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где введены обозначения

1 I , 
~ P(~
shpr I

_ ch₽E_
Sh/7—

(1-16)

fy>(;) —
shp“

Ch,E+p(.-Oshr=+^^) 
г Л sh/>-

(1.17)

д' = а;
- а

Считая правые части парных 
пользуясь решениями такого рода 

уравнений (1.15) известными, и 
уравнений (՝), для определения

неизвестных коэффициентов л* и у* получаем вторую бесконечную 
систему линейных алгебраических уравнений

л» = V Ьп>хп { £ Сп11 уп + (/л, 
л ■»! п 1

где коэффициенты при хп и уп определяются формулами

6лй=Лмл /л* , с„* = ֊— —к2—0пЬ ,
2 2т 2Ьт^п

асвоболный член имеет вид

У* (cos ;>) 
2(1-*)

При этом введены обозначения

Г Н/*♦ = I zk (cos») Zn (cos»)ctg—rf»,

и

кпЬ —
[• а
1 z*(cosa) Ap(cos!։)ctg—t/a,

—<1

Zk (cos »)Cp(COS»)ctg — </«%

b

- J (cos; cosh)12

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1 2D

(1.22)

C-(cosb)=?£2 f _?p(;)sln;/2t/5__ 
r. J (cos# -cos;)1՞- •

b
(1.23)

Здесь функции у* (соей) и £А(со$И) представляют собой соответствен­
но сумму и разность полиномов Лежандра с индексами к -1 и к. 
Интегральные представления и дифференциальные для этих функций 
приводятся в работе (։).
24
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2. При исследовании функций A/։(cosb) и Cp(cosb) будем исполь­
зовать свойство некоторых функций Zp(x), Wp(x), Yp(x), Vp(x), Ip(x), 
Rp(x)՝ Hp(x) и Kp(x), которые рассмотрены в работах (6,7|, эти функ­
ции по структуре похожи функциям Ар(х) и Ср(х). Отметим еще, 
что с функцией Ар(х) тесно связана также и функция Вр(х)

a^cos») -glL + ^shpg| eosSM; (21)
- J (cos$ — cos®)14 

о
Используя результаты работ (6,7) непосредственной проверкой 

нетрудно убедиться в справедливости следующих соотношений

Ал(^) = —— [p-clhprZ(x) — pU7(x)], Ср(х) = 2Rp(x) — Lp(x), 
к shpr. к

Вр(х)——— ((1-p-cthp-) Yp (х)—pVJx)], (2.2)
r shp-

(1 +x)A’p(x)=pBp(x), (I +x)Cp(x)=p\Hp(x)֊Rp(x)|, (2.3)

(1-х)|(Ц-х)Лр(х)Г=Р։Л,(х)֊ ֊Ч 'll, (2.4)
shp~

(1—x)|(I֊(֊x) Cp (x)]' = pn-Cp(x) - 2frRp(x), (2.5)

а в точках x=±l функции (2.2) имеют значения

Др(1)-^(-1)=0, ^(D-
2( (-p~clhp*)

shp-
(2.6)

V-0=
k( -1 )*

- ГНЛ’+Р2)
р-
slrp-Р

Для функций /^(cosO) и Я,,(cos») будут иметь место следующие 
асимптотические формулы

/ip(cosH)֊

.^(cos»)^^։’ (27)

ОР(Ь -)

2

(2.8)

Воспользуясь дифференциальными уравнениями для с^(х) ( ) и 
функциональными зависимостями (2.4): (2.5) получим значения сле­
дующих интегралов

Др(л)г» (л) . . рг» (л ) Вр (л ) kAp (л ) у» (л )
1— х р* f k2

2р2
(РЧ *’)8shp-

kyt (x)Zp(x)-pZi, (л) Гр(д) (2.9)
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*У* (Л-)) -рг. (-V)Кр (Л-) Н

1
/г

Ргк (л) (Нр{х) - Кр{х)} *у*(х) (2/г/г) - /7,(а))

4/г /2 Г г» (х)с1х
' *(*г+Яг .1(1-х)Г Г+7՜ (2.10)

Перейдем к исследованию регулярности бесконечных 
нейных уравнений (1.12) и (1.18)

систем ли-

4;;/п х

(2 11)

при этом использовали значение ряда

л 1 Ь .7* а 2х ------------ —------- . ctlr.it а —՛-------------------- .
՛' ՛('»++*) 4Т$ ь1г7*и ■>«

Из (1.10) видно, что число Л4„ при любом п остается меньше 
единицы и при больших п стремится к нулю как п ՛, следовательно,

-V
как это сделано в (К) можно доказать, что V |Л„*| для больших/г стре-

п - I
1п£ 

мится к нулю КЯК-^֊

Оценим теперь |СП*.|, используя при этом (2.6 -2.10), а также 
п-1

асимптотические оценки для функций у* (д ), 2* (х) (5) и К^(х), 2„(х) 
Нр(х), Кр(х), рр(х) /р(х) (”■՛)

1 |С0*| V 
Л-1 п

£Р1Ъ -)

3Ар~ + В р~ -|- Ср1к~ ՛ I) р~ I 

р*+& (рЧ-а2)2

Ер-'+Ркр 2

А= |֊Р2
С,р֊' Нк 

(рг ] Аг)г
(2.12)

Таким образом, сумма абсолютных значений коэффициентов бес­
конечной системы (1-18) стремится к нулю. А в оценке (2.11) для 
системы (1.12) можно взять в качестве гп любое число меньше еди­
ницы и тогда совокупность систем линейных алгебраических уравне­
ний (1.1) и (1.18) окажется квази - вполне регулярной. При решении 
системы (1.12) и (1.18) неизвестные л* и у* будут выражаться через 
постоянное 1/0. Это постоянное определяется из выражения



a ■ V Уп z (5 )—v Հ1«ձոՇ0Տ«Կ , P 
ար. p 1 ^ւ>ոծէհ/ոծփտձ„ 2(1-a)£։;

\ 2/

(2.13)

которое получается путем преобразования (1.6).

Ереванский политехнический Институт нм. К Маркса

•Լ Վ. 1Ո՚₽ԱՅնԼՏԱՆ
II и ш ձ (| ւս l| 111 ft i| I 11՝11Н||)г||||ГП|| illip|iiiGl|jiufi Aqifuifi il |i |uGr|p|i մասին

Դիտարկվու մ Լ ուղղանկյան համար տ ո աձղա կ անա II յան տե սու [■/ յան հարթ 
իւնգիրր։ II ։ ղ ղ ան կ յ ան երկու հանղխղակաց կողերր մասնակիորեն ում եղա ց֊ 
ված են սիմետրիկ ղտ սավորված շորս աււաձղտկան // երա ղիրներով , որոնր 
Լնթ արկվում են ձղման իրեևղ աոանյյրների ո ւ ղ ղ ո ւ թ յա մ ր , իսկ եղրաղծի աքն 
մասերր, որոնր շեն ուժեղացված, րն ւ/ունվ ու մ են աղատ ր ե սն վ ա ծ ա թ յո էն ի ց ՝.

Ա ե ՜Լ) տ ե ղափ էւ ի» ո է մն ե ր ր , որոնր ներկայաձևում են խնղրի շոէծոէմր, 
փնտրվում են !եուրյեի երկու շար րերի ղամարի տ եսրով։ II ւղ շարրերի ղոր- 
ծակիցների որոշումր եռանկյունաչափական կորիզներով ղույղ շարք֊ հավա­
սարումների միշոցով րերվում են ե*վաղի /իովին ոեղու/յար հանրահաշվական 
ավա սարումների սի ստեմ ի /ու ծմանէ
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