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МАТЕМАТИКА
Л. Л. Шагннян

О суммируемости рядов по системе Хаара к методом Абеля

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР А А. Талаляном 28 V 1973)

Для рядов по системе Хаара |/а(01 Н. К. Бари (см. (*) стр. 112— 
115) была доказана
Теорема Л. Да я всякой измеримой и конечной на отрезке (0,11 
функции fix), существует ряд по системе Хаара

S «//ЛО, 
который сходится почти всюду на (0.1] к функции f(x).

В дальнейшем, в работах (2) и (J) другими методами были по­
лучены усиления теоремы А, при этом в работе (а) доказана 
Теорема Б. Для всякой измеримой и конечной на отрезке |0,1| 
функции f(x), существует абсолютно сходящийся почти всюду на 
|0,1| ряд 2, который сходится почти всюду на (0.1| к функции 
/(-<).
Отметим, что в теореме А конечность функции f(x) существенна, а 
именно, в работе (■*) была установлена
Теорема В. Ряды по системе Хаара не могут сходиться к 
на множествах положительной меры.
Более того, в работе (’) доказано, что ряды по системе Хаара не 
суммируются к фои на множествах положительной меры методами 
Чезаро (С, с£> 1). Возникает вопрос: Насколько окончателен приве­
денный выше результат в классе наиболее известных методов сумми­
рования? В частности, верна ли теорема В для метода суммирования 
Абеля?

В настоящей работе приводится доказательство следующей тео- 
ре м ы.
Теорема 1. Для любого измеримого множества Gc:(0, \) сущест­
вует ряд ‘2, который суммируется к -j-aq почти всюду на G ме­
тодом Абеля, причем почти в каждой точке 1)/G лить ко­
нечное число членов ряда 2 отличны от нуля.
Из теорем А и 1 получаем
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Теорема II. Для любой измеримой функции ф(х), определенной 
на отрезке |0,11. существует ряд ’2. который суммируется почти 
всюду к /(л) методом Абеля там, где /(л) бесконечна и сходится 
почти всюду к /(.г) там, где /(л՜) конечна.
Заметим, что метод доказательства, приводимый в настоящей работе, 
позволяет получить аналог теоремы I для любой переставленной сис­
темы Хаара. Откуда, учитывая теорему Б, получим аналог теоремы 
II для любой переставленной системы Хаара.

Следует отметить, что члены построенного нами ряда, удовлет­
воряющего утверждениям теоремы I, не являются ограниченными в 
совокупности. Нам не известно, справедлива лп теорема I при естест­
венных, в каком то смысле, ограничениях на коэффициенты ряда 
(например, равномерная ограниченность членов ряда В связи с 
этим, отметим, что справедлива следующая
Теорема III. Существует такая перестановка системы Хаара, 
что ряды по этой, переставленной системе с ограниченными в со­
вокупности членами не суммируются к -\ оо методом Абеля на 
множествах положительной меры.

Пусть /_о(О. /,։(0. . . . система функций Хаара перенумерованная 
в порядке

хГ(О. /УЧ), /\"Ч). /УЧ).......... /УЧ)......... • • • ((’) стр. 57).

Положим -Л=|Д>Л 1, . . . Д2л_։|; п 1. где Д,—есть носитель функции 
//(/); I 0. Для любого полинома Хаара Р(0 = ^ <4 /лЧ)> для нас 

i п
будет более удобным внести обозначение Р(/)=^ О/7,(0, где /(/’)

множество тех для которых
Обозначим

indP = max |։| и Ind Р= mln |Z). 
ieKPi ЩК.Р)

Лемма 1. Для любого открытого множества О_С(0,1) и любого 
->0 существуют натуральные числа Х(г,О) и Л4(е) такие, что для 
любого .У>.У(г,(/) существует полином РЧ) = Ш ашЧ) такой, что 

1ецр)
1.1 1пбР>М

1.2 для любого I £ /(Р) имеем Д,£и * и Ь։<~0, 
л - о

1.3 |£- \1: Р(/) = 1)| |6՝|—е, (|</| — мера множества О),

1-4 |«<7.։(О|^2'|,')-1, для /£(0. 1) и для всех 1^/(Р),

1.5 для любого существует /(Р) такое, что а.^/ц/.,»(/„)> 
0. «Ш(<0)=0 при любом />/(/0) и ащЧп)^^ при любом ։</(/„), 

Доказательство. Рассмотрим полином



С.(О“7.,«) +^-5х,(О+ . . . + ֊4-ХА_,(/)=2 а;"'хИО.
’ 2 ’ ‘еНР,)

где Ло удовлетворяет неравенству

՝ 2

Ясно, что Р0(О = 1 Для ^(0,1 1/2А0),|а<°’/,(/)|^2*для / £ (0,1) и для

всех /£/(Рп). Ясно также, что Ро(/) удовлетворяет условию

всех 0, 1-----

1.5 для

Положим Л1(з) /?п и возьмем Л'(г, (7) таким, чтобы

V |Д|>|О|-з/2.
61-

Далее, для любого Л Л'(г, О) положим

и

| р/'—£), если /£Д/=(а/, 3;); / /Л(։,0)
Р(0=

О, в остальных точках (0, 1).

Легко убедиться, что полином Р(/) удовлетворяет утверждениям 
леммы 1.

/Для любого полинома Р(/)=^ Л//.ЯО и любого х£(0. 1) поло- 
*е7(Р»

ж и м
Р(л;/)=У л'՜'о//,(/), где /0 Ш(1Р

1К/(Р)
Л(Х;Р(/))=1 х'а./М 

/ёДР)
Лемма 2. Для любых последовательное тли положительных чи­
сел {еА|Г, и открытых множеств |О*|67*с(О, I) существуют пос­
ледовательности: положительных чисел |-х*՝Г; ‘ 1. полиномов
|Р*(01“ 11 множеств |£՝л1։’*; такие, что

2.1 1л<1 Р/ < 1п(1 при //. /= 1,2... .,

а для любого /г I имеют место:

2.2

2.3.

2.4.

Д/сО* для всех ։^ДРаг), 
Р/,(лА; /) I для 1^*1՜е*-

И 1-<: Р*О»; 0П«4 при .г^л>, для t (0,1),

2.5. 4| х; Р*(х»; /) | > 1-4- при Л-^Л'* I. для
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2.6. Л|л; Р*(хл; /)|>0 при х', хк, для t Ек.

Прежде чем перейти к доказательству леммы 2. сделаем одно 
Замечание 1. Пусть полином P(/) = S <Ъ7.ДО в некоторой точке

>еЛР)
/о£(О, О удовлетворяет условию (1.5). Тогда для любых хо£(О, 1) и 
q 0, если 2 x‘tlu 0Y> q, то 2 х'^/Дtu)>q при всех х>х0, а ес.

/е/(Р)
ли 2 то 2 х'<1//.Д/0) • q при всех х<х0. Действитель.

i£/<p> QiP)
ио. Поскольку полином P(t) в точке /0 удовлетворяет условию (1.5), 
то

Р(М — — 7.։(Л|) 4՜ яКб) 7ЛЛ>)Ю

причем, для всех /^/'(/->) имеем, 7 г(/0) и «,7։(/‘о)^О. Откуда, при 
х>х0 имеем

1 х‘ис/л.('о) = $ ^<№(1) + х'('о) <։<(/,) Хщ.։(*о) = 
‘еИР>

Второе утверждение замечания I проверяется аналогично. 
Доказательство леммы 2.
В качестве х, возьмем любое число из (0, 1). Для е։ и С1 согласно 
лемме 1 существуют числа и ЛДг,) такие, что для любого
Л6>Л'(е։. 67,) существует полином Р(/) удовлетворяющий условиям 
(1.1) —(1.5). Возьмем натуральное число ЛГ, такое что

^>^(£,.0,) и (2)

Соответствующий полином обозначим через РД/) и положим £,= 
РДО=Ч- РДО и Е։ удовлетворяют утверждениям леммы 2. 

(Схема проверки последнего утверждения будет приведена ниже).
Если для всех уже выбраны X/, РД/) и Е/ удовлетворяю­

щие утверждениям леммы 2, то хА. ։, * ։(/) и /Д 1 выберем следую­
щим образом:
Поскольку РДхА>; /)>1 для / £ Ек, то

НтЛ х; Рк(хк\ /)| 1 для / Ек. г-1
Возьмем х*.1^((>, 1) такое, чтобы

Х* С хк и Л|Х; pk(xk,t) I при х х* 1, для t £ Ек (3)

далее, возьме/ натурал։,ное число Л7 । такое, что
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Л'А.( । > тах | Л'('-л-1, О* ։), ։пс1Рл| I 
։Л/(е*|։)(2м<՛* Р-1)]֊1 I

(4)

Полином соответствующий Л/*-| по лемме 1 обозначим через РА+|(/) 
и положим £*+1=|^:Р*+|(0 = 1|.
Убедимся, что число л* ։, полином Р* 1(0 и множество £» । удов­
летворяют утверждениям леммы 2. Согласно (1.2) имеем ,.
Далее, (2.1) и (2.2) следуют из (4) и (12), а (2.3) следует из (1.3) 
и (1). Чтобы убедиться, что х* ։, |(/) и удовлетворяют усло­
виям (2.4) и (2.6) заметим, что

Л|х* г, Р* + 1(хА. ։; /) )=х^*нР*+| (/) (см. (1) и (Г)).

Откуда (2.4) получается из (1.1), (4) и замечания 1, а (2.6) из за­
мечания 1, поскольку Р* ։(/) ! для 1^Ек 1 и если Р*и(0 удовлет­
воряет условию (1.5), то и Р*4.1(х*+։, О удовлетворяет условию (1.5). 
Итак хк ։, Рь 1(/) и Ек 1 удовлетворяют утверждениям леммы 2. 
(Случай £=1 проверяется аналогично). Лемма 2 доказана.
Перейдем к доказательству теоремы 1. Если |6| = 0, то теорема 1 
тривиальна.

Пусть |О|>0 и V 1* % (■*>()). 
I

(5)

Возьмем последовательность открытых множеств (6՝^՛", таких, что

ОСО*С(0, I); (/г 1), О/сО; пр" /*</ " Пт |6*| = |б7|. к ֊•
(6)

Для (:Л) и ;0՝я! найдем последовательности |л>|, 'Р*(/)| и \Ек\ удов­
летворяющие утверждениям леммы 2. Рассмотрим ряд полученный из 
выражения

X РА(лЛ; О

расскрытием скобок (см. 2.1)

2-Х <¥/./(') -X п
7>1 * >

и докажем, что ряд 2 удовлетворяет утверждениям теоремы I. 
Обозначим для любого х£(0, I)

Л|х; 2(/)| =Х
• ։

и проверим, что
а) для любого фиксированного х< (О, 1) ряд — сходится почти всюд\ 
на С.

б) 11тД|л';2(01 = -•<*> Для п. в. / £ О. 
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в) в почти каждой точке /£(0, 1)/О лишь конечное число членов ря­
да 2 отличны от нуля.

Пусть х0 фиксированная точка из (0,1) и л0>х։. Тогда л* <л'о
1 для некоторого I. Из (2.4) имеем

И|х0; □ (/)1|«2 И|х0; Р»(х4; /)|| = V |Л|х„; Р*(х4; /) || + 
1 А 1

+ 1 Р*(^;ИК; 0)11 + 2 4»< + «>
F>».+ 1 * к. к *,+ 1 2

для /^(0. 1).

Пусть £>0 и удовлетворяет неравенству

V еЛ<» (см. (5)).

Тогда из соотношении (2.2), (2.3), (С) и

1П (£»П0)| = |G/U(G/£*)I |G|-v |G»/E*|
*>>» k>ki k>Ki

получим
in (f»nG)|>|G|֊e. (7)
к At

Пусть q натуральное число, причем

Ч> Slip И k;P/(x/; oil (8)l<kl

Тогда для любого Л1>0 и t при х Хн1<? bl 2\ учитывая (2.4),

(2.5). (2.6) и (8) будем иметь

И q
Л|хЛ>(01 = 2 Л(х;Р,(х,; <)| V Л|х;₽;(ху; /) | + 

/ ♦. j *։-н i

И q О I *.+2
>м + ։-2 -'*=М А։ I —

Откуда получаем

НтА(л; 2(0|~ + «о для t £ П Е 1м 
л-»։

но поскольку е произвольное число, то из (7) имеем

lim Д|л;2(/)|= ■ 'iv для п. в. t^G. 
х-I

Итак Л|х; 2(/)| удовлетворяет утверждениям а) и б). Ряд 2 удов­
летворяет так же и утверждению в) согласно построению Рл(/). к I 
н соотношениям (2.2) и (0). Теорема 1 доказана.

Вычислительный центр Академии наук
Армянской ССР и Ереванского государственною 

университета
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Լ. Ա. ՈւԱհՆՅՍւՆ2 Աւարի շարքերի ^քե|ի եղանակով ՕՕ-ի հանրաղո էմարելիության մասին

ներկա ‘աղվածում բերված ( • ետևյաք թեորեմի ապացույցրէ
Թ ե որ եմ 1.-Ամեն մի (/ .((), |)շափե|ի բազմության համար <|ոյո։- 

թյւււե ունի այնպիսի Հաարի շարք, որբ 0-ի համարյա բոլոր կետերում Աբե|ի I դանակով հանրաղումարվում I, -| ОС-ի, բեղ որում 0-ի յրացման համարյա 
բոլոր կետերում վերււհիշյսւ| շարքի միայն ւ|եր?աւ|որ քանակությամբ անղամ- 

ւոարբեր:
Նշվում է, որ թեորեմ 1֊ի հտնդույեր ճշմարիտ Լ նտե Հաարի ցանկացած 

տեղափոխված սիստեմի համարէ Որտեղից, օդտվեքով ( Էջ 134) տշխա֊ 
տանրոէ մ բերված մի թեորեմից, ստանում ենր.

Թ ե ո ր ե մ 2.-Ամեն մի չափելի /(х) ֆունկցիայի ոամար, ճաարի ամեն 
մի տեղափոխված սի սան մով կարն । ի է կաոուցե| շարք, ո гр Ափ ելի եղանակով 1ւանրաղումարվո։մ I, /(л*)-|։ համարյա ամենուրեք այն բաղմության ւ|րա, որ­
տեղ անվերշ I, և ղուղամիտում I, /(.\*)-ին համարյա ամենուր)*! այն
բա<|մււIթյան ։|րա, որտեղ /(лг)-р վերջավոր I,:

Անհրաժեշտ Է նշելէ որ թեորեմ 1 -ի սյա Հանջներին բավարարող Հարք>ի 
տն դսւմների մո դու]ն երի մ ա ր ս ի մ էէէ մն ե ր ր անվերջ աճում են։ Մեղ չի »աջողվել 
կաոու ցել Հաաքւի շարր, որր հանրա դու մարվի Աբելի եդանակով +(^,֊ի դրական 
;աէիի րադմոէ թ յան վրա // որի ղործակիցներր րավարարեն որևՀ բնական
I ա Հ մ անափ ա կ ու թ յան ս/այմ անների ։

Ա(ս կաւդակցաթյամր նշվում Լ, որ տեղի ունի Հես/ևյա/ թեորեմր։
Թեորեմ 3.-Գոյություն ունի մաարի սիստեմի այնպիսի սւեղափււիււււ- 

թյո։ն, որ այւյ տեղափոխված սիստեմով շարքերը շեն հանրաղումարվում 
Աբելի եղա)<ակու| 4֊^-ի, եթե միայն շարքի անգամների մողույների մաքսի-
մումներբ սահմանափակ են Սին նույն լ>ւ|ւււ[:
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