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МАТЕМАТИКА

Обобщение теоремы Вейерштрасса
(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном З/У 1973)

В теории неявных функций большую роль играет теорема Вейер­
штрасса о разложении функций на множители (։՜3). Ее можно исполь­
зовать при исследовании устойчивости движения (4 6). Здесь указы­
ваются некоторые обобщения теоремы Вейерштрасса, использующие 
разложение матриц на множители.

1. Прежде чем излагать доказательство основных результатов, 
докажем вспомогательное утверждение о матрицах голоморфных в 
круге.
■Лемма. Если 4'(р)—матрица голоморфная в круге |/?| г и пред­
ставлена в виде разложения:

т(р) = с0 4-/и; +... + р"-1 с„ 1 од)
где С/, (6 = 0,1, ..., (п— 1))—постоянные матрицы, \\(р) —голо­
морфная матрица, то имеют место оценки:

1Գ11 <Հտսբ ВТ(р)||, 
|р| Г

||г„ (/>)|| (1.2)տսբ ||Կ'(/>)|.

Доказательство. Оценки для норм матриц следуют из формулы 
Коши

Ч‘ (ге ^)е ~1к: я; (6=0,1.........л—1. (1.3)
О

Так как для произвольной матрицы Н(р) с голоморфными при Д|<г 
элементами имеет место неравенство:

2п

о

то максимум нормы матрицы Н(р) достигается на границе |/>| = г- 
Сдедовадельно, из (1.1) получим оценку:
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|Г„(/>)| 811р
1р| г

п -1
V скрк п

Л-0
зир ||ч'(^)||, 
И*֊'՜л

которая доказывает лемму.
Замечание 1. Матрицы Ч\ Ск, Г могут зависеть также от 

других комплексных или вещественных параметров.
Введем линейные операторы б, которые сопоставляют матрице 

Ч*(/>) соответственно матрицы (7^, Г(р):

4(77)1=6^ (*=0,1..........Д-1), С|Ч’(/?))=Г(р). (1.4)

Из оценок (1.2) получим для норм операторов Лд, О соотношения

„л-11 (д֊р1)г-՞. (1.5)

2. Используя предыдущие выводы, докажем теорему.
Теорема 1. Пусть элементы матриц Л (/>,р), '1’(Р»н) являются го­
ломорфными функциями от р и непрерывными функциями от ве­
щественной переменной р в замкнутой области И:

Р\^г, 0՛ (2.1)

Предполагается, что в I) выполняются неравенства:

/ = зир||А(р,р)||<гл(д+1) \
РМО

?1 ’(/М0||<М = С0П81.

Если выполнены условия:

I . , | . I Гп / д+1 Л2И<г» |<Ч <1П1П ——— 1------- —I )
•[4л(д-|-1)Л1 \ гп / 

то уравнение вида

Ве1[£ря 4֊ ЦРа՝) + рч'(А11)1 =0,

11о

(2.2)

(2.3)

(2.4)

где Е—единичная матрица, может быть приведено к следующему 
виду

л֊1 .
□е!|£>я + Л(лр)-Ин֊ #л(и)/И =0. (2.5)

А О
Доказательство. Докажем сначала, что при выполнении 

условий (2.3) справедливо следующее разложение на матричные 
множ и те л и

п 1
Ер" + £ + |Л- = (Ерп + /_ + и У 

и о
(£4-ИГ(р,р)). (2.6)

Раскрывая скобки и сокращая на р, получаем:
Л — 1
V -|֊р„Г = 1Г-£Г-.1
А--0

Для отыскания матриц Г используем 
приближений, используя введенные в (1.4)

п 1

Л-0
В*р*г, (2.7)

метод последовательных 
операторы Е^, О,

А 0
(*=0,1....... д-1),
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I (2.8)
■ п—I
| Г<' + |' = &’(Ч֊-^Г<1>֊11 X ди>р*г<։>| (« = 0,1,2,...).
■ Й-0
За начальные значения последовательностей В{*\ Г<0 примем нулевые 
значения:
I Я<°>=0 (Л=0,1,..„ л-1), П°> = 0.

Найдем условие ограниченности последовательностей В(>\ ПЧ Если 
предположим выполнение неравенств:
I ИОД^яг՜* М՝ (* = 0,1,. • •. П-1), ||Г(5)|1 С а(п+1)г-"М (2.9)

при некотором 5, то из соотношений (1.5) следует, что неравенства
(2.9) выполняются для всех 5, если имеет место неравенство: * •

I 1 н- (/֊НфлАВ и(л+ 1)г-л а. (2.10)

Для исследования сходимости последовательностей ВУ\ Г(^ оценим 
разности последовательных значений. Получим выражения:

Г В^+|)-ВМ=^|ЛЛ։>|, П* '>-П։»=О։|>>|, (։=0,1,2,...), (2.11)

л —1
|Л"1,=/.(Г|։’||֊ Г<։>) + р V КВ1;՜1 
{ *-0
Используя оценки (1.5), получаем 
ОД° —ОД1 <*"* / (1) (*=0.1...

где введено обозначение:

/м = ||Г|։| — Г|*-1’||(/+ ||фл.И)+|и|а

•֊։>+ В<։>(Гр-|_ Г<”)|р*.

неравенства:
л-1). ||Г<։+'1-Г<։>|| < (л-М)г-я/»։’,

(2.12)

л —1

л-М)М У Ц''*՜՞.

Из (2,12) находим неравенство:
/(*+»< г-«(я 4-1) (/+2||1|алЛ1)^> (5=1,2,...). (2.13)

Последовательности В^\ Г(Л) сходятся равномерно, если

(л+1) (/+2|р-|<?лЛ1) < гп. (2.14)

Если выполнены условия (2,2), то неравенства (2,10), (2,14) имеют 
решения:

9 гп / /14-1 \2« =-------- ---------- , ]н|<----------- -(1-^2-/). (2.15)
1—(д-|֊ \)г~п1 4л(я4֊1)Л1\ гп /

Следовательно, при выполнении условий (2,3) существуют пределы:

= Нт В<» (*=0.1......... Л-1). Г=Ит Г’1»,
•$—>00 Л' ♦— X

Т. е, справедливо разложение (2,6). Для окончательного доказатель-
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ства теоремы оценим норму матрицы Г. 11з (2.9) получим:

поэтому уравнение

Det |£+нГ(р,р)]=0,
не имеет корней в круге |р| г. Теорема доказана.
Замечание 2. В частном случае при n==l, L(p,y)=0 получим урав­
нение:

Det|A>-Ht4*(p,u|=0.

которое при выполнении условий:

|p|s£r. |и| < | (2.16)

может быть приведено к уравнению вида:
Det|£p +рВ(р)| = 0. . |

Условия (2.16) оказываются менее жестким^, чем условия, указанные 
в (5).
Замечание 3. Решение уравнения

Detlfy*+ рл+1Л(А11) -Hl4’(/Ml)l =0

может быть сведено к решению уравнения вида (2.5). Для этого ис­
пользуем преобразование:

Ерп + рп ЧДр,!1) 4֊ !1'1*(Р,’О= [£4-/>Л(р,и)| \Ерп + рЧ\ (/>,!*) h
4\(P.j1) = (Е + рЛ(^п))֊1 Ч’(р,и).

Для нормы матрицы 'ГДр.р) получим в Г) оценку

ЮА1а)|| < О֊֊'' Slip ||£(р,р)||)-1
/ч1

3. Иногда о расположении корней алгебраического уравнения 
можно судить по формуле уравнения. Если Н—эрмитова матрица, то 
все корни уравнения:

Det [fy-tf]=0 (3.1)

являются вещественными числами, а сама матрица имеет полную 
ортонормированную систему векторов ( (:) стр. 223). Этот результат 
можно обобщить для более сложного уравнения.

Теорема 2. Пусть элементы матрицы являются
голоморфными функциями от р и непрерывными функциями от 
вещественной переменной ц в замкнутой области D (2.1).

ПреОполагаем, что в D выполнено условие:

|ч;(Л10|1 < м. (3.2)

Пусть матрица 'i(pn) —эрмитова при вещественных значениях р
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Г,сЛи выполнены условия

W <■о (3.3).

то уравнение вида:
Det |Л'р — = 0 (3.4)

может быть приведено к виду
Det \Ер =0, (3.5)

где H(|i)—эрмитова матрица, при |»11 Нп ограниченная по нор­
ме:

ИНН < 2AJ. (3.6)
Другими словами, при |pKi4 все корни уравнения (3.4), лежащие в 

(круге |/?| г, являются вещественными.
I Доказательство этой теоремы вытекает из следующей теоремы.
I Т е о р е м а 3. Пусть элементы матрицы Ч’(Д.Н являются 
голоморфными функциями от р и непрерывными функциями от 
вещественной переменной <«. в замкнутой области D;

(3.7)
ограничены в О:

||ЧГ(АН1К'И. (3.8)
Пусть матрица 'Г(р,и) эрмитова при вещественных значениях р, 
а I—диагональная матрица, на главной диагонали которой стоят в
элементы равные 1 или —1. Если выполнены условия:

|/>Ко . ||։|<|4 = niiii
• • . Л ՛ ** ’1 
то справедливо равенство: в

1р — р ։F(/>,р) - (/ — !‘Г(/Л!1))

I г 1 6/3—27 |
|лГ 9 111° Г

м: г . <* . С
I

(//; — иЛ/(и)) (/ —рГ(Др)),

(3.9)

(3.10)
где матрица /У(р) —эрмитова при |ji| < jtp В области (3.9) выполня­
ются неравенства: .

||/7(l0|| < аМ, ||Г(/>,р)|| < аг֊'М, 7о = —1—< 2.). (3.11)
\ 5—2у 3 /

Следовательно, уравнение вида: ։ ։г
Det \1р — |.Ч'(Д|1)|=0 (3.12)

может быть представлено в области (3.9) в следующем ’виде:
Det [//>—>/7(10] = О; ; (3.13)

Д о к а з а т ел ь с в о. Отметим простые свойства матрицы /:
•||/||= I, П = Е, /-| = /, /» = /. (3.14)

Звездочкой здесь и далее будем обозначать переход к транспонмро- 
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ванной, комплексно-сопряженной матрице. Тождество (3.10) будет 
доказано, если найдутся голоморфные эрмитовы матрицы Н, Г, удов­
летворяющие уравнению:

Т = 1Н1 4֊ 2рГ - р(ГН/ 4֊ ֊ узГ/Г) 4֊ ц’17/Г. (3.15)
Ищем матрицы /7(р), Г(р,р) с помощью метода последовательных 
приближений, полагая

/Л/,4-1/ + 2/^+1 = /?։. = 4' + Г(Г5./Л/ +//ЛГ5 + />Г։/Г։) - Г’Г4. /74.Г5.
(3.16)

Используя операторы С, (1.4). получаем:

/Н,+>/=А'„|/?,|, Г4+1= --О,« = 0,1,2,...). (3.17)

Из (3.16), (3.17) следует, что если Г$ -эрмитовы при веществен­
ных значениях р, т. е.

то и тоже будут эрмитовы. Разложение на три множителя
потребовалось, так как произведение двух эрмитовых матриц может 
быть неэрмитовой матрицей.

Предполагая выполнение условий:
||Ну||<аЛ1, || Гу || <аг֊М4, Но=О, Го=О (3.18)

находим с помощью формул (1.5), что оценки (3.18) для норм мат­
риц А/у, Гу будут выполнены при всех 5=1, 2, . . если выполнено
неравенство:

Зх4֊х2<1—п-1 (О1, Л£=|р|аг“1Л1). (3.19)

Предполагая это условие выполненным, исследуем сходимость после­
довательностей //у, Г,, оценивая разности последовательных значений:

II II <(2х4֊х’) II ^-^֊1II 4-г(4х4-2л-2) II Гу—Гу-, II .

II Гу4-։-Гу II <г֊։(2х+л2) II Ну-/Уу_, II 4- (4х4֊2х2) || Гу- Гу-, || .

Из (3.20) следует, что если выполнено неравенство:
6х4-3х2<1, (3.11)

то последовательности АЛ,, Гу сходятся равномерно и существуют 
пределы:

Л7(н) = Нп1 Н5, Г(р, р) = Ит Гу. • Л “♦ У-* ** •
Неравенства (3.19), (3.21) имеют решение:

„ 3 I , г 16/3—27 . г
а =------- т= <С 2, 1р1 <------------------ <------- .5-2/3 М 9 13Л1

Чтобы доказать эквивалентность уравнений (3.4), (3.5) оценим норму 
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матрицы Г(Р,|1). Из (3.18) получим:
। I urn v 2?3-3 „ ։ր_
|lll ||1 1Ю'< ----- -— =0,155. . .

это неравенство окончательно доказывает теорему.
3 а м е ч а н и е 4. Результаты статьи легко обобщить, предполагая, 

что элементы матрицы 1Г(р,ц) голоморфно зависят от параметра ;՛ 
(или от нескольких параметров). Вместо матриц £,А(р,|1), мож­
но взять операторы, изменяя соответственно формулировки теорем 
при отыскании спектров резольвент.

Ереванский политехнический институт им. К. Маркса

Կ. Դ. Վ11ՀԵԵՎ, I՛. Ռ. ԿԱՐԳԱՆՅՍ.Ն

•U-jl.րշտրասի թեորեմի [i նւ|հւսնրւսցո։ մ՝ [i

1'նդհանրադվսւ մ է հոլոմորֆ էլեմենտներ ունեցող մատրիցն արտադրիչ֊ 
ների վերլուծելու մասին 'Լելերշտրասի թեորեմր։ Նշվում են վե ր լուծ ութ լան 
հնա րավորու թ լան րավա ր ա ր պալմաններր։ Մատրիցալին արտադրիչների վեր֊
/ Ոէ ծ մ ան օդն ութ լա մր ւ 
մամր էրմիտլան լինելու

H (/Л}1) մատրիւյի [) իրական ւի ո էի ոի։ ական ի նկատ֊ 
դե սլաքում и տա դվում են

Det [/р-рЧГ(Ар)]=0
հավաս ար ու ։tt>9

հավասարման անյյմանր նպաստող պալմաններր։
Այստեղ /У(н)--- էրմիտլան մաարիւյ է, իսկ / — անկրսնաւքծ ա լին, որի ւլլիւա֊
վոր անկրսնէսդծի վրա 1 և -- 1 թվևրն են։

Л И Т Е Р А Т У Р Л — ԴՐ Ա '։ Ա Ն II I’ И՜ 3 II b Ն
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