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Задача о распространении упругих волн при действии зависящих 
от времени радиальных давлений на поверхности сферической полости 
в неограниченной среде и на поверхности шара рассмотрена многими 
авторами (’ 2 и др.).

В настоящей работе получено аналитическое решение для слу
чая, когда действующее на поверхности полости давление имеет вид 
произвольной функции одной угловой координаты и времени (осесим
метричная задача). Для построения решения задачи требуется нахож
дение корней некоторых алгебраических уравнений. Эти корни опре
деляют частоты собственных колебаний сферической полости в неог
раниченной упругой среде.

Падобная задача рассмотрена для изотропного упругого шара.
1. Распространение волн в упругом пространстве со сферической 

полостью.
Пусть (йр , и. , ио ) вектор перемещения в сферической системе 

координат (р, 9), а упругая среда характеризуется постоянными
Ламе X, и и плотностью р0. В силу осевой симметрии задачи, «?=0 
и и?, ио не зависят от <?.

В этом случае уравнения движения имеют вид:
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Будем рассматривать решение уравнений (1.1), удовлетворяющее 
следующим условиям •г •

1. //о - О, 1К, —* О при р-*оо,

_ ди диц2. //, = —-----—О при /=0, (1.3)
д1 д{

3. а?р = —зо/(0. ^), зра=О при р —Л, 1

где арн м—компоненты тензора напряжений, а- радиус сферической 
полости. " 1

Удобно ввести безразмерные независимые величины и написать 
все уравнения в этих переменных. С этой целью, в качестве харак
терной длины возьмем радиус сферической полости, характерного 
времени-величнну -.г — а/с(^ характерного смещения-величнну пз0/а 11 
характерного напряжения—о0, т. е.

Р=я/?» / = ат/с^, //, /р, Ио = з0а£/о/р, (1.4)

После введения указанных безразмерных переменных и приме
нения интегрального преобразования Лапласа с учетом условий (1.3) 
имеем уравнения движения:

...— д& 1 д(з1п0£) 

Р 9 о у * 
I

д(№)
R дИ

и граничные условия

ди?
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и1 ди, дСц
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=0.
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7(°< />)= /(°, ч')^ р
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а Ц, , △, ‘2 определяются формулами, аналогичными (1.8).
Исключая △ и (2 из уравнений (1.5) и (1.7), получаем

пО^\ 1 ( д^\ —~рдТ^ ^дР) дЬ \ 8[пГ)др) = Р^у
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Частные решения этих уравнений, которые можно найти методом 
неполного разделения переменных с учетом ограниченности А и <2 в 
бесконечности, имеют вид

Лп(Р )/< 1 (/?/?) Р,г( собО ) 
_______ Я4Т____________

/я

^л( Р)А՜ >_( ;рК)Р]։(созг>) 
п =-----------'-^=--------------- (110)

где Функция Макдональда, а Рп и Р\ функции Лежандра. Ря- 

дм вида

. Ап(р)К |_(рР)Р„(созО)
V _____________ 2___________________

» о гр

«я( Р)К . (грР)РДсо5б) Л “Г —- *•

(1.11)
при любых Ап(р) и Вп(р) являются решениями уравнений (1.9).

Определим неизвестные величины Ап(р) и Вп( р) из граничных 
условий.

Подставляя А и 2 в формулы (1.6) и, используя известные рек- 
ку рентные соотношения для функций Макдональда и Лежандра, по
лучаем

р " 2

7Ч', (р) + —а; (р)
2 Р 2

2л2-2л \

Р՜ /

(п-1 )Кп р) — \рК^ з (■,•/>) Вп Рп(СО5б)=

«„-!_(/0 +
О

Р), (1.12)

'~/<1 ,(/>)- — К з (Р) Ап + ^ (-;У-+2п"—2\КлЛ(֊;р) + 
р1 "+2՜ р л+з՜ -(-р- \ / 2

+ 2-{рК 3 (-;р) л Н -г
! Р^(сО58)=0.

Разложим функцию /(&, /?) 
Ниям Лежандра Рл(со$0)

в промежутке |0, -| в ряд по функ-

/(5. Р)=^ /п(р)р>1(со5°)’ 
л *0 

(1.13)

где

/(6, р)Р„(со80)81п 0 (1.14)
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В силу полноты функций Лежандра в промежутке |0, -| полу
чаем систему линейных алгебраических уравнений, решения которой 
определяет неизвестные величины Ап и .

Решая эту бесконечную систему и подставляя значения Дя и 
/?,, в формулы (1.11), определим функции А и 2, а через них пере
мещения. ■ ;' • '

11меем

//?/>

2

72Л1_(Р) — Кз(р)
2 р 2

Л (р)/-л (р, R)Pn (сохО)

/R3 P2.V„ (/»

где
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—pRK z(pR) ֊('*2+'О (2л-2)А' i(/?)—2M' з(р) л 2֊ п- п г

Mn(P.R)=^\ (֊;2рг+2пг֊2)К ,(-;р) 2ТрК -,С;Р) 
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(1.16)
., , v 1 / 2я24-9/7 \ 4 I -‘-X ~
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7֊/?‘ \ /?3 / " Г р п у Г п Т
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2 п 2՜

Корни уравнения Л’„ (/>)=() определяют частоты собственных ко
лебаний сферической полости в неограниченной упругой среде.

Обращение Ц и С/ц определяет перемещения, через которые 
легко определяются остальные динамические характеристики движе
ния.
Имеем

__2 |± Г АГз_(/Л/?)^,х
9- 7 I R 1 Р_

9^^{р)-^—КАР) Р
2 Р 2
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/ Ж
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£/0 = — V (* /»(Р).И>ДЛ Ц)е'г-с1р
2~1 п-1 / R3 ,’ рМп(р)

3—1 во

(1.17)

где з>0 выбрано в комплексной плоскости р таким образом, чтобы 
все особенности подинтегральных функций лежали левее прямой
Ке/> = з.

В частности, из полученных формул следуют известные резуль
таты (2) при ЛО, ')=/¥(-), где // -функция Хевисайда. Действитель
но, известно (л), что модифицированная функция Макдональда поряд

ка (/г=0, 1, . . .) является элементарной, т. е.

211\(п-1)\р1
(1.18)

Пользуясь этой формулой и теоремой Коши о вычетах, получаем

I

2(-֊/? 1)

Линия --Ц+1=0 в плоскости (-,/?) определяет фронт распрост

(1.19)

раняющейся волны.
В случае, когда на поверхности сферической полости в нео!ра- 

ниченной упругой среде с постоянными Ламе л=р приложено давле
ние /(9, -)=о(-)(1-]֊со80), где о -дельта функция Дирака, из общих 
формул (1.17) получим решение, если на плоскости прямую Ке/> - 
замыкаем дугам окружности с бесконечно большим радиусом, нри- 
меняя затем теорему Коши о вычетах.

Г1рн этом получается, что под действием радиально! о давления
в среде распрост-Ч”)(14-со$9) на поверхности сферической полос!и, 

раняются продольная п поперечная волны со сферическими фронтами 
По мере удаления от по- 2/? 2=0 соответственно.

верхности сферической полости перемещения стремятся к нулю как 
V/?.

На рис. 1. изображен график зависимости перемещении па по
верхности сферической полости от времени для грех значении г.О,

Распространение волн в упругом шаре.
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Предположим, что сферической поверхности упругого шара с 
радиусом а действует давление, равное зо/(0, т) при т>0 и нулю при 
"<^0. Требуется найти решение уравнений (1.1) и (1.2), удовлетворя
ющее в безразмерных величинах следующим условиям

1. и? и С 'о ограничены при /?<Ч,

2. Ц=£/о =— '=0 при : = 0 (2.1)
д' д'

3. = —/($, *), 5/?о = 0 при /?=1.
Решение уравнений (1.9), удовлетворяющее условие (1) формул 

(2.1), имеет вид

. С„(/;)/ >_(р/?)Ал(со50) /Л(/>)/ . (■^А?)Р,',(со80)
Д= V ________ 2 _ _________ , <2 _ V_______ " _ __________

Л» //? ,Г"| /7?
(2.2)
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где Сл и неизвестные величины. Определим эти величины таких։ 
образом, чтобы֊ удовлетворялись гриннчиые условия (3) (2.1). После 
подстановки Д и !2 в граничные условия получаем

2№ । 2//

п
hVW֊2)/

Р>п * Рп (cos 0) =

з (р) л+—

1 (iP)-2;pf з (;р)
շ՜ п Г

Ж Р)

1

После разложения функции в промежутке [0, ~] в ряд
по функциям .Лежандра Рп (созО). по формулам (1.13), (1.14), полу
чаем систему линейных алгебраических уравнений для определения 
неизвестных коэффициентов Сп и 1)п.

Зная величины Сп и , по формулам (2.2) определяем Д и ֊. 
Подставляя Д и !2 в соотношения (1.5) и обращая преобразование 
Лапласа, определим перемещения и 4А , а через них и другие 
динамические характеристики движения: скорость, ускорение и на
пряжения.

Ереванский политехнический институт им. К. Маркса.

II. Դ. 11ԱՀԱԿՏ1Լ1.

ԱոuioqtuկuiG ալիքների տարածումը Սիրավայրերում առանց էայիս 
ռիմետրիափ առկայության ւլես|1ում

Հոդվածում բերվում են սֆերիկ խոռոչով տարածության և դնդի iiuilui/՛ 

ս,Ոաձդականաթ (ան դին ամ ի կ U1 կ ան սէեսութ րսն խնդիրների լւււծումներր, երբ 
միջավայրերի մակերևույթին կիրառված ճնշոլմր ֆունկցիա է ժամանակից և 
ե մեկ անկյունս։ յին կոորդինատից։ P<jrj խնդիրների լոլծոււ)Ներրէ երբ 
ա1Իքային հավասարումների և եդրային պայմանների նկատմամբ կիրառում 
եՆ1> Լապլասի ինտեդրալ ձևափոխությունը, ստացվամ են փոփոխականների 

nl ւսնջատման հղանա կով։

Л И Т Е Р А Т У Р А — Դ I1 ’’ IL Ն 11 Ւ ** B 11 Ւ h

1 I- Bhattacharya, Oerlands Bellr. Geophys. vol. 7, № 3. 1969. ■ II. .Harumoto,
J- Nakatiara, Bulletin of the Tokyo Institute of Technology, As 101. 1971. 3 Г. H. 
Дотсон, Теория бесселевых функций, M, ч. 1, ИЛ, 1949՛
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