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МАТЕМАТИКА

ормуле следов в теорииО возмущений для 3-неотрицательных
операторов

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 27/11 1У73)

Пусть /7—гильбертово пространство, в котором наряду с обыч
ным скалярным произведением (/, к) (/, введено индефинит
ное скалярное произведение

1Л £] = (•//, П ^Р+-Р_, 
где Р±—взаимно дополнительные ортопроекторы в Н.

Для любого линейного оператора А, действующего в плотной 
области определения О(А), соответствующий 7—сопряженный опера
тор однозначно определяется при помощи равенства

И/, £1 = [/, /£Я(Д).
Оператор А называется ./-самосопряженным, если Д = Д. В 

дальнейшем под ^неотрицательны,и оператором понимается /-само
сопряженный оператор, удовлетворяющий условию: [Д/, /*| 0 для

В известной работе И. М. Лифшица (’) для двух самосопряжен

ных в обычном смысле операторов Д и А в Н, разность которых ко
нечномерна, и функции „достаточно общего вида*4 Ф(' ) (—оо</<оо) 
была получена не вполне строго так называемая формула следов

5р|Ф(Д)~Ф(Д)| ;(/.)Ф(/)б//

Вскоре М. Г. Крейн дал строгое доказательство формулы следов в 

более общем случае, когда разность операторов Д и Д ядерна (8).
В настоящей заметке выводится формула следов для двух /-не

отрицательных операторов А и Л, разность которых конечномерна. 
Приводится пример, показывающий, что эта формула, вообще говоря, 

не имеет места уже тогда, когда возмущение У=А—А ядерно.
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1. Для /-неотрицательного оператора Д, имеющего хотя бы одну ре
гулярную точку в верхней полуплоскости, известно следующее

Д 5 1 )МЕ(к) спектральное разложение ('•’), где £(/.) семейство /-
— ее

ортогональных проекторов, определенных всюду, кроме точки ).=0, 
причем [£(/)/, /| (/С^) монотонно убывающая функция при /.<0 
и монотонно возрастающая при />0, а 5 /-неотрицательный ограни
ченный оператор такой, что

S2 О, 5ДЛ) = ЦА)5=0, если 0£Д (ДД) = ^(3-О)-£(а4-О), при

Для резольвенты оператора А при этом получается формула
ГС,

/?г(Л)=(Д֊г/)-1=֊ —--Д- + — Г "/Л('} ■ (1тг^0). (1)
г г- г J к—г

— ж
। I

из которой, в частности, следует, что спектр такого оператора лежит 
на действительной оси.

Резольвенту оператора .4 можно также записать следующим об
разом ,С,1

(Imz^O) (2)

где |^(/)/, 11— локально суммируемая неубывающая функция.
Представим Н в виде Н — Е( — р)/7 | ф] (Др)— Е(— р)) /У|4-| 

|4֊|(/—Е(п))Н-//J + I/4I + 1//.3 (р>0), будем иметь %
I?2.?21 _ l^?2l .I J Г '^|Д'-)?а>?21 j

Л— Z Z Z2 Z .] А—Z

(ImzyO), = ('“Г 2. 3)). (3)

2. Легко видеть, что для любого конечномерного /-неотрицательного 
оператора А справедливо представление

п
Z М ՛ ’ b’l'b՜
/• »

ау^О.

ПустьД /- неотрицательный оператор, 1/=я| • , 'р|®, ։>0и Д = Д-|֊1. 
Составим определитель возмущения

△(z) = det[ (A -zl)(A -zl) J| = det (/ + Rz( A) V) = 1 + a| /?ДД)?,? 1՛ 
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Лемма I. Щ?) не принимает действительных значений, меньших 
единицы при 1гп/>0.

Доказательство. Предположим, что |?,?| = 1. Тогда соглас
но (2)

й(х+։-уЫ - -^֊ + — ? ֊^֊ = 1 ֊ 44’ + 

Х-\4у 3 А— х—1у х2 4՜ у2
•— "Хг

09

Г (х —/у)|('—х)+гу|</°(')
.1 (-^+у2)1('-^)г+у21
—

5(/.)= [/=(>.)?, ?],

1тД(хН-/у) = я У
X2 + у2

Г (2ху-ул)^д(А)
3 (*а-Т у2)[(к-*)2-гу*1 — •»

(4)

и, если 1тА(л֊Ну)=0 (у>0), то

Г(2л-Х)сМ>>) 
3 ('•—х)24֊У2 

— в*
(5)

|х(к-х)4-у2|^(>)
(х24-у2)[().—х)24-у2]

учетом (5) получаем, что КеД(х 4՜ /у) = 1 4֊ а
б/з(л)

Аналогично проверяется, что ₽еА(х4-*у)>1» в случае, когда [?, ?] = 
= —1 и ©] =0.
Поскольку значения △(?) не охватывают точку нуль, то можно выде
лить однозначную ветвь 1пА(?), делая разрез вдоль отрицательной 
полуоси.

Выберем у функции 1пД(г)=1п|А(г)|4-/”аг^А(г) ту ветвь, для кото
рой —к < аг£ Д(2г)О.
Следующая лемма, в сущности, известна (5):
Л е м м а 2. Пусть <р(г) аналитическая функция в верхней полуплос
кости с ограниченной мнимой частью. Тогда она допускает пред
ставление вида

ОС X
Г* 1 I А 2* Г*

?(*)=? 4֊ I -------— §('*№> причем 1<оо.
3 г J_ X 

Лемма 3. (Обобщенная лемма Колмогорова (7), (8))*; Пусть

’ В процессе оформления этой заметки нам стало известно, что оценка (6) в 
несколько более сильной форме была получена в диссертации В. Н. Логвиненко.
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и /: = : |з(х)|>Л4 (з(/) имеет ограниченную

вариацию на всей оси). Тогда

(6)

где Д некоторая абсолютная константа. 
По лемме 2 имеем

где ;('•) = (1֊Н2)£('О.
Лемма 4. Функция ;(/.) абсолютно суммируема на всей оси.
Доказательство. Из (4) следует, что почти всюду на веществен
ной оси

Нт Iт Д(х 4- /у) = -- ՜3 
У 10 х («)

В силу равенства (7)

аг£ Д(х /у) 1т 1п Д(а* 4՜ /у) — у;(Х)б/л 
(л—х)а4֊у2

Поэтому ;('■) =—Нт а^Д(х-Ь/у), и значит— 
т: у 4 и

С другой стороны

л/ \ I, а 1тД(х ֊Ну) аг» Д(а) = Нт агЩ? ------ ------- -—.
у 4ц КеД(х /у)

Из (3) для л'<^—р получаем, что
—!х

՛</№?,. <Р11 _ |?а. ?»1 _ [-5?,. <ра] ,
А —Л* X X2

Нт 1?е|/?ДД)?, с>| =
У 40

л !*■ ж
1^?2.<р2| , ,_1. Г ?2| । Г ^|£(к)?э, <?з1

X2 * 3 / — X 3 А —Л
—р. |1
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Но лемме 3 существует Л/>0 такое, что

П1ез£(х • |^(а')| - х£(-о©, —ЛГ)|<£.

Следовательно, за счет выбора числа М можно добиться того, чтобы
֊. и

[ |։иё А(л)|йх<2з.

Аналогично при достаточно большом .И։ справедливо неравенство

|аг"Д(л)|(/л*՛ ;2з.

Лемма 4 доказана.
Л е м м а 5. Имеет место следующее представление

1пД(г)= ( -֊И՝'//֊ (1шг>0).
I и к—г__Х

Из определения функции Д(г) и формулы (3) следует, что 
8ир|у 1п Д(/у)|<М <оо. Поэтому лемма 4 вместе с представлением 
У>1

(7) приводит к равенству 3 = I —-—;(/)(//., что и доказывает лемме 5. 
3 '*+1— X

После этой подготовки уже нетрудно методом работы (2) (см. 
также (в)) доказать следующую теорему.
Теорема. Пусть А любой д-неотрицательный оператор, имею
щий хотя бы одну регулярную точку в верхней полуплоскости, а

V конечномерный ./-неотрицательный оператор и А — А+1'. Тогда 

паре А, А отвечает единственная функция Ц/ )=;(/., А, А)^АД(—ео,оо) 
такая, что имеет место формула следов

5р!Ф(А)֊Ф(А)|= Ф'(/.)е(/֊)^/.,

гОе Ф(л) любая рациональная функция с полюсами, принадлежа- 

щими пересечению резольвентных множеств операторов А и А, 
имеющая на бесконечности полюс не выше первого порядки. При 
этом ;(а) о при и при )Л>0.
I Последнее утверждение теоремы следует из (8).
3. Спектральная функция Е(/.) называется регулярной, если сущест
вует ^֊Ит £('֊) = £(-0) и х—Нт £(/.)=£(4-0)■Й А -> —о к -» 0
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13 этом случае пространство Л/ разлагается в ./-ортогональную 
сумму подпространств Н=Нг\-\֊\Н2,

Н1 = ^(_0)//[+](1-£‘(֊ь0))/У, Я2 = (£(+0)-Д-0))А/

приводящих оператор А, причем на подпространстве А совпадает
X

с Д։= ||на /У, совпадает с оператором 5. Следовательно, 

__ ОС

Пусть <?£/Л и 1/=я| • , ъ|<р, а>(). Тогда

Д(г) = бе1|(А—г/)(Д-г/)֊3| =бе1(/-|-/?Д5) I/) = 1 4֊

где 6 = а|ч>. <р], а=а[5ф,ср]

В данном случае ;(/•) легко подсчитывается и имеет вид

при

при

О при

2 4֊ а <Х<0,

Ь
(Ю)

Предположим теперь, что размерность подпространства Н2 бес
конечно, V ./—неотрицательный ядерный оператор, т. е. И-
Г ОО
- 3/1 • , £ зу<ею, причем ?у(;/У2 (/=1, 2,. . .) и 5 7—неотрица-
у-։ /*1

X-
тельный ограниченный оператор такой, что V 

п
Полагая Дя=Д+1/„, где «/( • , <?,-]?/

Г 1
и подсчитав по формуле

(10) функцию -:/։(') = £(Х, Ап, Ап-Х) (Л0=Д) убеждаемся в том, что в
ОС

противоположность дефинитному случаю ;,(/.) не сходится в 
/-1

/ч(—оо, оо). Пусть интервал (а, Ь) содержит конечное число точек 
спектра оператора А

а < 1 I < 1 2 ' ’ ’ < ''о <О<'/о. 1
являющихся полюсами определителя Д(г). Легко убедиться, что все 
нули Д(?) внутри (а, Ь) простые и между Ху и Ху+1 ут^-/0 лежит точно 
один нуль, а в интервале (/•/», //о+1) функция Д(г) не имеет нулей. 
Внутри интервалов («, / г) и (/./։, Ь) может лежать не более одною 
нуля.

Легко получить явное выражение для ЦХ) в (а, Ь).
Автор выражает благодарность М. Г. Крейну за предложенную 

тему и постоянное внимание к работе. I
Ереванский государственный университет
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Ռ. Վ. ՀԱԿՈԲՅԱՆ
Հետքերի բանաձեբ ./֊ոչ բացասական օպերատոր ների համար

ածա մ սւպարյա րյված 
Թեորեմ. 'էփցուք A ցանկացած У-ոչ pingասական օպե|ւաս։ո11 ահի աււնվադն մ՛եկ ււեցու լյաբ կետ կեբին կիսա 6 шрр m -թյունում,Հ"7'/ / հետե քալ թ ե tt fih մ ր.

Ь, ոբնիսկ Vվեբջսււ|ոբ չափանի J-ոչ բացասական օպեբասւոբ I. և /4 — Д ■֊ էն Այց դեպ- քում А, А ցույցին համապատասխանում к միակ ;(/.)=;(/ , Д, Д)^А1( — оо,оо) ֆունկցիա, այնպես пр աեղի ունի հեսւքեբի բանաձևը
5р։Ф(Д)-Ф(Д)|-

ոբտեւլ Փ(/.) ցանկացած ռացիոնալ ֆունկցիա ե, ո|փ բևեււնեբը պատկանումեն Л 1ւ Д օսլեբաաոբնհբի ոեղո)ւ|ենտսւյին իսկ անվելւջույյյունում կաբորլ I. ունենա) բևեռ: բ ա ղմո ւթյ ո ւ ն նեբ ի 6 ա աման р, ամ՛են աջ ատը աոաջին կա pg ի
ՕրէԼքց է տրված 1 որ այդ թեորեմն ընդհանրապես ասած, ճի՝տ չՀ ար 

դևն աքն դեպքում» երբ I միջուկային օպերատոր է:
Ստացված են ալդ թեորեմի որոշ հետևանքներ:
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