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(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Л. Л Галаляиом 13/11 1973)

Пусть Е некоторый отрезок числовой прямой. Введем следующие 
обозначения. Через 5(£) обозначим пространство всех и. в. конечных, 
измеримых функций на Е с обычной метрикой. А через 5՝(/:) обоз­
начим класс всех измеримых на Е функций, которые, в частности, мо­
гут обращаться в сю или —на подмножествах Е положительной 
меры.

Определение 1. Пусть л>1 и /^8*(Е). Скажем,
что сходится к / в смысле дХУ (д2 или д3), если ?п сходится к 
соответственно, 
1) почти всюду на Е\
2) почти всюду там, где / конечна и по мере на Е;
3) по мере на Е.

Далее пусть С(£*), М(Е) и Тр(Е) пространства функций, соответ­
ственно: непрерывных, существенно ограниченных и Р интегрируе­
мых. Введем также обозначение СХ(Е)—класс кусочно непрерывных 
функций на Е.

Определение 2. Пусть £)(Е\—произвольный класс функций 
измеримых на Е,,д—некоторое понятие сходимости д2. д3, С(Е), 
М(Е), Ьр{Е) или £(£■)). Система функций ?п£8(Е). п 1 назовем 
О(д, Е) системой, если для любой функции / из ТЦЕ) существует

ОО

ряд V который д сходится к /.
Г л •» 1

Теорема 1. (Д. Е. .Меньшов (։)). Тригонометрическая сис­
тема является [0, 2՜]) системой.
| Теорема 2. (Д. Е. Меньшов (2)). Тригонометрическая систе­
ма является [0, 2~|) системой.
| Существенные обобщения теорем 1 и 2 получены А. А. Талаля- 
ном (см. например (3 5)). В частности, им была получена

Теорема 3. (А. А. Талалян (’)). Любой базис пространства 
является Е) системой.

В настоящее время остается открытым вопрос: является ли три­
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гонометрическая система 5я(дл, Е) системой? В связи с этим инте­
ресна следующая

Теорема 4. (А. А. Талалян (')). Тригонометрическая систе­
ма является |0, 2~|) системой.

В нашей, совместной с А. А. Талаляном, работе (7) установлено: 
ряд по системе Хаара, а также и по системе Уолша, не может схо­
диться к 4 те на множестве положительной меры. Следовательно, в 
формулировке теоремы 3 5’°(о*3, Е) нельзя заменить $*(<?!, Е). Что 
же касается теорем 1 или 4, то они были доказаны лишь для конк­
ретных систем, где были использованы специфические свойства этих 
систем. 5

В настоящей работе, в частности, приводятся теоремы, аналогич­
ные теоремам 3 и 4 для довольно широкого класса систем функций 
включая базисы пространства С(£), тригонометрическую систему и 
так далее. Метод доказательства этих теорем немедленно приводит 
к другим результатам, касающимся вопросу существования ортого­
нальных рядов, частичные суммы которых положительны, и которые 
не являются рядами Фурье. В частности, для тригонометрической сис­
темы дается усиление результата Кацнельсона (9). Кроме того, для 
довольно широкого класса ортогональных систем (включая тригоно­
метрическую) и для базисов С(Е) доказывается существование рядов 
по этим системам, которые после перестановок могут сходиться к 
4-те на множествах положительной меры. В доказательстве всех 
теорем применен метод, использованный при доказательстве теоремы 
о том, что любой базис пространства С(Е) является 5(^, Е) системой 
(10). I

Пусть последовательность функций ?п£8(Е) опреде­
ляется следующим образом 
а) к«(01 Ь л>1;
б) Игл 12п(/)б//=0 для любого интервала Д из Е;

Л 
Л - ' Я

в) существует число /^>0 такое, что для любого интервала ДСЛ՝ 

||т тг. I

где \пк ’7 все те номера, для которых 2лД/) = 0 при
Лемма 1. Из )| можно выделить подпоследовательность 

обладающую свойством а), б), в) и вместе с тем облада­
ющую тем свойством, что если нижний предел частичных сумм 

со
некоторого ряда 2~ |ал|^1 больше —те на некотором

измеримом множестве 6, то п. в. на О ряд 2 сходится к конеч­
ной функции,



I В дальнейшем, без ограничения общности, мы дополнительно 
будем предполагать, что для системы функций (2^(01 Г выполнено 
также утверждение леммы 1. Кроме того, для простоты мы будем 
предполагать, хотя это не обязательно, что гп ֊С։(£՜) и О,-

1.
Основой доказательств нижеприведенных теорем является следующая 
В Теорема 5. Для любого 1п(Л0>0 существует ряд
■ 'е^
У ал2п(0, |алКЬ такой, что Нт У а*£*(0=/(0 п- в- на л 1 п Аг — I
(следовательно, ряд дх сходится к функции /(I) на Е) и

зЦрУ (0^/(0 всюду на Е.п й 1
К Далее, пусть X—пространство типа Е (см. (12)), (хп'Г последо­
вательность из X. Пусть для некоторого х^Х существует ряд

У апхп, который сходится к х. Через х* обозначим совокупность 
Л| I 
всех рядов, сходящихся к х и множество всех х* обозначим через 
X*. Относительно операций ах* = (ах)* и х*֊|-у*=(х-| у)* множество 
Х: будет линейным пространством. Положим
I№. II х* II а*= 1п1 знр || У аьХь || х,

л Л- 1
ОО

где 1п( берется по всем рядам У дпхп, сходящимся к х. В работе (ь) 
■ л -1
доказано, что || || х* является квазинормой в X*, по которой X яв­
ляется пространством типа Е. Если же X — пространство Банаха, то 
/V* тоже является пространством Банаха.

В дальнейшем мы будем предполагать, что существует положи­
тельное число а такое, что || хп ||
К Определим линейный оператор /: Х*~>Х, полагая 1(х') = х. Пусть 
теперь У -линейное пространство всех бесконечных последователь­
ностей, имеющих лишь конечное число элементов отличных от нуля 
и —(0, ... О, 1, 0, ... 0), п>1, где единица стоит на л-ом месте. 
Пусть Т: У->֊Х- линейный оператор (не обязательно непрерывный), 
который по всем лучам еп равномерно непрерывен в нуле. То есть, 
для любого е^>0 существует число '<>0 такое, что II Т(т.еп) II х*<£ 
для всех |я|<^а и л>1.

• Через X обозначим множество линейных агрегатов вида У
I..
где в каждой сумме отличны от нуля только конечное число коэф­
фициентов ал. Две суммы считаются равными тогда и только тогда, 
когда равны соответственные коэффициенты. Линейный оператор 
Р*.Х^֊Х определим следующим образом

ЛО ЛО

И 2 «Пгп)=/(Г(2: «„₽„) 
Л 1 п I
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Основные результаты работы содержатся в следующей теореме 
Теорема 6. (основная). Пусть п 1, возрастающая по­

следовательность положительных функций из С(Е) и пусть зада­
ны числа еп, зл֊-(), п 0, тогда существуют номера О 

вс во
• • <С ••• • ՛ 11 два ряда У ап~н(/) w v дпхп такие, что

л —1 л 1 ’ I

1 »пгп(0 = sup/„(o, ’ ’ I
п 1 п

Ш - Г i 1՝ ■ ’ ' 311 I
2 sup V ZiZi(t) <fk (0, E>\,

1 nk 1 I

л/ m |
3 sup II P( 1 ЗД) — UjXi II Л- 1. j

n!i—\ m nk i \ / 1 I

Ввиду того, что всякая f£S~(E) п. в. представляется /(/)^ 
= lini/;։"(0 где l/flWIn ։ 7 1 или 2 строго возрастаю-

п > Л- п -« во

щие последовательности положительных функций из С(Е) удовлет­
воряющие условию IIII £,(Я)<2 || /1| £1(^) + е» (£>0), то из теоремы 
6 получим .л v ’< • ■ 1*

Гео рем а 7. Для любой f SX(E) существуют ряды (не един- 
ее по

ст венные) и апхп такие, что
п 1 л 1

1) 1 «։лгп(О = /(0, I

л*- 1 

л
2) sup II V 2k Zk II £,(£)< 4( |I/|| £,(£-) H-s), I

л k 1

n n 9
3) litn !l P(2£-7AzA.)—V akX/{ || Y-^o 

л >*° ft— 1 A—1

Примечание 1. В случае f^C'(E), inf/(/)>0 можно было 
добиться, чтобы

л П
II II Л < 1п((/(/) —V; аЛг/,(/)),

* I а- 1 /££' А • 1

Примечание 2. В формулировке теоремы 6 для конечного 
числа различных последовательностей | /п ] можно выбрать одни и 
те же номера |/г^|. [

11 ри м е ч а н и е 3. Заметим так же, что существует перестанов­
ка натуральных чисел |>«) такая, что для последовательностей 1г.*! 
и верна усиленная теорема 7, в том смысле, что сходимость 
можно заменить сходимостью дх. *

В частном случае легко получить перестановку в зависимости 
от представляемой функции /(/). Для этого достаточно в формули-
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ровке теоремы 6 полагать: при п(} п(}, (?>1) 'к~пч । "ч
н- 1—к. Идея перестановки в обратном порядке впервые была при­
менена Л. М. Олевским в работе (ь), при получении сю перестав­
ленными рядами Хаара. Р. II. Овсепяном было замечено, что суть • 
вышеуказанной перестановки в сущности сводится к одному просто­
му свойству числовых последовательностей. А именно: если

«о Я оо
5 ал=Ь 1 ТО £ Яд^О, п^\.
и«I 4г - 1 А’в-л

Далее, пусть IV—пространство типа Л, а А: IV7 — X линейное 
непрерывное отображение такое, что А( №')£:/( А’-).

Верна следующая
Лемма 2. 1~°А : Ж-+Х* непрерывно.
Пусть теперь IV7 совпадает либо с С(£), либо с Л/(£). гп IV', 

и А(гл) £/(А*), /г>1. Определим линейное отображение Гд : У-*А:, 
I 5 . * . I ' ’ л л
поаагая 7'(е/1)=/-1(А(гл)). Тогда ?кгк)- гкгк). По лемме

I ы А- л
2 Т равномерно непрерывно но лучам еп, п 1 и, следовательно, 
справедлива

Теорема 8. При Т—Та верны теоремы 6, 7 и примечание 3.
Пусть (срл1Г~либо тригонометрическая система, либо последо. 

вательность ограниченных функций, равномерно сходящимися рядами, 
по которым можно представить любую непрерывную функцию (в 
частности базис в С(£Г)); либо переставленная система Уолша; либо 
переставленная система Хаара.

। Если принять Х=М(Е), А: IV -Л/(£) (где IV либо С(А'), либс 
Л1(£)) определить как А(/)=/, IV7, то справедлива
I Ле мма 3. Можно выбрать последовательность гп IV, п I 
такую, что определенный выше оператор Т\ равномерно непреры­
вен по всем лучам еп, п I.
I Для базисов в С(Е) непрерывность ТА указана выше. В случае 
тригонометрической системы лемму 2 можно получить из одной лем­
мы Д. Е. Меньшова (п). А когда |®Л(О1Г— переставленная система 
Уолша, то лемма 2 вытекает из следующей леммы.
I Лемма 4. Пусть [ тсч-(ОIГ —система Уолша, а /п(1) некото-
I 1рая функция Хаара. а[п}= к 1. Тогда V /п\ул ».
■ о
I Теорема 9. Для любой Л Е (Е) существует ряд \аЛъпЦ\■Iкоторый д2 сходится к /(/) и |, V ак'?к 1^0 Ц / }- 1),// I.

к I
В И
Если же /£С\Е), то V и* ?д. (/) </(/) для всех 1£Е, //41.
I л-Т

В случае, когда |ул(/)||*—тригонометрическая система, в част­
ности, получаем теорему 1 и теорему Кацнельсона (”).

Примечание 4. Первая часть теоремы 9 верна для всех ба­
зисов пространства р ? I.
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Теорема 10. Существует перестановка системы ’?/<•(/) 
которая является 5Х(^1։ Е) системой.

Если положим X—£(/:), М=С(Е), Д(л)=х, х Ц7, то из тео­
ремы 8 получим:

Теорема 11. Если |хЛ|* является С(дА, Е) системой, то 
[хл]“ является и 5*(д3, Е) системой.

Наконец отметим, что можно получить и теоремы, которые ука­
зывают, что существуют универсальные ряды по рассмотренным здесь 
системам. Приведем такую теорему в общем виде.

Теорема 12. Существуют номера (/?*), \тк ) и |р*)Г
< т* <рь , яо=О, к 1), универсальный (в смысле сходимости 
по мере), относительно перестановок, ряд
оо *

Ճ »»итЛ) + г„*(О) “ Ряд -
пк
2 а1 Х1 такие, что

ОО ое կ

ճճ II Р(’։(гт»+г/>»))II .\< + °о.<7-1 Ь-ց + 1
/

Пт 5пр || V (2/Х/|| х = 0, ПтаЛ = 0.
£ ֊• «? Л յէ _ յ < / < Л յէ / «'՚ Л յէ ] փ 1

Примечание 5. Построить универсальный ряд по очень
легко. Например, если, в частности, |гл|~ совпадает с системой Хаарз,

ОО

то ряд 2 ял7.л(0 такой, что Нт ал/.л(/) = 0 п. в. на [0,11 Л—1 Л > -ю
= -՛ оо п. в. на |0,1], универсален.

и 2|длХп(0| ՜: 
л-1

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

Ֆ. Դ. ՀԱՐՈՒԹՅՈՒՆՅԱՆ

Ներկայացման սիստեմներ

Աշխատանքում բհրվում են ֆոէկցիաների սիստեմների օրինակնհրր, ո- 
րոնք ու նեն ալն Հ ա տ կ ո ւ ք1 (ո ւն ր, որ նրանցով կաոմված շարքերով կարելի Լ 
ներկայացնել բոլոր չափելի ֆունկցիաներր դ ո ւ դ ա մ ի տ ա [1 յ ան այս կամ այն 
իմաստով (օրինակ Համարյա ամենուրեք կամ րոտ չափի)։ Այդ սիստեմներր 
մասնավորապես կարոդ են համրնկնել եռանկյունաչափական սիստեմի կամ 
Տ0,1)֊ի բազիսների հետ։ Ա ա ոն ա վ ո ր ա պ ե ս րոտ վերջին սիստեմների կառուց­
վում են շարքեր, որոնց մասնակի դում ա րներր սահմանափակ են վերևից 
հաստատունով, բայց չեն հանդիսանում վերլուծությոլններ։ №այց այդ, րոտ 
այդ սիստեմների է տրվում Լ 2աՐե*ի օրինակ, որբ որոշ տ ե դ ա էի ո ի։ ո ւ թ յ ո լն ի ց ^ե- 
ս։ ո համարյա ամենուրեք դու դա մ ի տում Լ [
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