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МАТЕМАТИКА

Р. И. Овсспян

О представлении функций ортогональными рядами

(Представлено чл.-корр. All Армянской ССР А А. Талаляном 13/11 1973)

В теоремах 1—3 через обозначается система Уолша. лю
бой базис пространства С|0,1|. В данной заметке формулируются 
некоторые результаты о рядах по системе |?л|*.

ЛО

Т е о р е м а 1. Существует ряд ^апъп (л), (sup апФ„ (л )/֊»0) 
1 х

который после некоторой перестановки сходится к бесконечности 
почти всюду (п.в.) на отрезке ортогональности,

В связи с этой теоремой отметим, что до сих пор остается от
крытым вопрос: может ли тригонометрический ряд (в обычном поряд
ке) сходиться к 4-оо ча множестве положительной меры.
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Заметим, что первые примеры рядов ^аяфя(д*)  (где —
I

— равномерно ограниченная ортонормированная система), сходящихся 
к4֊оо почти всюду на отрезке ортогональности были приведены в 
работах С՜3).

Для системы Уолша и системы Хаара известна теорема А. А. 
Талаляна и Ф. Г. Арутюняна (4), утверждающая, что ряд по этой 
системе не может сходиться к бесконечности па множестве положи
тельной меры.

Однако, А. М. Олевским (2) был приведен пример ряда 2£ия/я(х) 
1

по системе Хаара, который после некоторой перестановки членов ряда 
сходится к бесконечности п. в. на |0,1|.

Отметим что некоторые элементы метода А. М. Олевского ис
пользуются нами при доказательстве теоремы I.

Отметим также, что в теореме 1 в качестве можно взять 
систему Хаара, в то время, как в примере А. М. Олевского lini 

п
Z« (л՜)/= 4-оо п. в. на [0,11 причем его методом невозможно до

биться лучшего поведения членов ряда.
Определение!. Система |фл ji“ называется системой



представления почти всюду (с. п. и. в.) па |</, /?| 
конечных измеримых (всех измеримых) па |ц,/?|

в классе 5 (5) 
функций /(х),

всех
если

для любсй /£5 (/£5) существует ряд % (х), сходящийся и. в. 
1

па |</, />| к /(х). >
Рассматриваемые нами системы являются с. и. и. в. в классе 5

на отрезке ортогональности. , ■
Для базисов пространства С|0,1| это теорема Ф. Г. Арутюняна 

('), а для системы Уолша это доказано независимо друг от друга 
(приводится в хронологическом порядке) Ф. Г. Арутюняном (') (тем 
же методом, что и его теорема для базисов), Р. И. Осиповым (°) 
(методом, разработанным Д. Е. Меньшовым и А. А. Талаляном для 
тригонометрической системы), Р. С. Давтяном (7).

Первые 4 теоремы данной заметки доказываются методом дока
зательства теоремы Ф. Г. Арутюняна из работы (5) с использованием 
усовершенствованного нами метода А. М. Олевского (2), н тех местах, 
где надо получат!, сходящиеся к бесконечности переставленные ряды.

В случае системы Уолша мы пользуемся также леммой 1.
Лемма 3 не имеет принципиального значения для доказательства 

теорем I ֊4, но ее использование упрощает применение метода ра
боты (5) Ф. Г. Арутюняна*.

* Доказательства результатов работы (5 ) были изложены Ф. Г. Арутюняном на 
семинаре. •

Теперь отметим, что перестановка, о которойЛ говорится в гео-

реме 1, любой сходящийся числовой ряд ^ап, переводит в ряд 

который сходится к той же сумме, что и ряд .
п -- ։ 1 |

Это замечание вместе с вышеизложенным приводит к утверж
дению.

Т е о р е м а 2. Систему |?л |* можно переставить так, 
что переставленная система | является с. п. п. в. на отрезке 
ортогональности в классе 5 всех измеримых функций (эти функ
ции могут принимать бесконечные значения на множествах поло
жительной меры.
Заметим, что при этих перестановках, свойство базисностп не нару
шается.

Напомним
О и р е д е л е и и е 2. Ряд ^ап 0л (х) называется универсаль

ным относительно подрядов в классе 5(5), если для любой функции 
ос

/ 5 (/ 5) существует подряд ]£</Лл • %Л(х), сходящийся и. в. на 

1"^| к /(х).
Справедл ива

Ж)
Т е о р е м а 3. Существует переставленный ряд ^,а/гн • <р*, ։(х) 

/1 — 1
(а„ 0) универсальный относительно подрядов в классе 5 на от
резке ортогональности. I 



J Заметим, что, если ограничиться классом S конечных измери
мых функций, то такие универсальные ряды можно строит;», не при
бегая к перестановкам. Для тригонометрической системы это сделано 
А. А. Талаляном для базисов С|0,1] и для системы Уолша — • 
это вытекает из результатов работ (’), (®), Й с использованием ме
тода А. А. Талаляна.

В теореме 4 (•>« | будет означать любую перестановку системы 
р'олша.

Справедл ива
; Теорема 4. Пусть f(x) -֊любая непрерывная функция на 
отрезке ортогональности Существует ряд ^ап '?л(х) сходя-

I л
щийся п. в. на к /(х), причем ^ап'Ьп(х) • ;*(х)  п. в. (.V 1}, но 

։
этот ряд не есть ряс) Фурье какой-либо интегрируемой функции.

Когда |фя|—система Уолша (в нумерации Пэли) и /(х)=О — 
это теорема Ф. Шиппа (!‘), являющаяся аналогом теоремы Кацнель
сона (10) о тригонометрических рядах, опровергающей гипотезу . 1нт- 
тлвуда-Штейнгауза, согласно которой тригонометрический ряд с не
отрицательными частными суммами должен был быть рядом Фурье.

Отметим еще, что, если ограничиться перестановками внутри 
„пачек14 системы Уолша, то существует ряд Уолша, который незави
симо от перестановок указанного типа удовлетворяет условиям тео
ремы 4.

Следующее утверждение показывает, что в некоторых случаях 
аналог гипотезы Литтлвуда Штейнгауза имеет положительный ответ.

1' е о р е м а 5. Существует равномерно ограниченная пол
ная ортонормированная (в А2(0,1) система {'Д jj4 такая, что из ус- 

х
лови я Д п. в. на (0,1) f.V 1,Д к. л. число) вытекав п,1

СО

что ряд Yantyn(x) является рядом Фурье ограниченной функции.

При доказательстве теоремы б наряду с другими соображениями 
используется метод работы (п) А. М. Олевского.

Введем обозначение гт(х;Е) гт(х) • ;(х;А ), где гт(х) ли —ая 
функция Радемахера, а Дх;/?)— характеристическая функция множе
ства E(F([0,1], |£|>0). Функции типа rm(x; Е) будем называть „усе
ченными “ функциями Радемахера.

Лемма I. Пусть Ь \1!՝2п, Ж/2"| (О^г<2"), а ряс) х'а,1и<п(л) 1

является рядом Фурье Уолта функции гт(х;У). Тогда гс’л(х)| 1 
I

для любых х |0,1|, т и А с указанными выше условиями.
Это утверждение является непосредственным следствием лемм 

1,2 и 3 нашей работы (12).
п

Использовав теорему П. Л. Ульянова о том. что Нш^/Дх) ; /I / - I

5



а Нт Хг/(л) = —^ почтив каждой точке отрезка [0,1|, М. Б. Петров- 
я 1 I

*■>0

ская построила (13) пример ряда У,гп(х\Еп) (формулируется частный 

случай), сходящегося к нулю почти всюду на [0,1|. <х>
Точно так же можно построить ряд ^гп (х\ Еп) сходящийся и 

1
в. на |0,1| к числу —1. I

При этом Е1‘^Е2'^ЕЯ~ ... и на множествах Есп [ОД]/^ 
выполняются соотношения: 
л 1 т
^>Дх) = — 1, а ХГ/(Л*)> —1 при т<п — 1, т. е. на Есп число —1 дости

гается впервые на /7 — 1 шаге, 
оо ГП

Таким образом \гп (х; Е„ ) =1п1 ^г„ (х; Еп ) =—1 п. в. на |0,П.
1 т I

Отсюда вытекает
Л е м м а 2. Пусть Х>0 и п произвольное целое число (>0).

Тогда существуют множество |0,1| и число ЛА такие, что |£|> 
Л ՛ т

>1 £.77 ^>/(х; Ед — — 1 на Е, а частные суммы УгЛ- / (х;Е^ ,
»“ л I — О

^֊О на Е при О^т^П—п.
Заметим, что в применении к системе Уолша Удобно полином

из леммы 2 рассматривать как полином по системе Хаара.
Идея нумерации в обратном порядке заимствована нами из ра

боты (-’) А. М. Олевского.
Пусть /я (л*) —ступенчатые функции па |0,1| и пусть о՝1л), о.?11 
занумерованные слева направо носители ступенек функции 

Л (х), причем любой ь\н) является интервалом типа ($/2р , х -Ь 1/2р ).
0^х<2Л Далее предполагается, что при любых /, //, т(п<рп\ I йт) 
существует такое /(^А’л), что

Пусть /п (х) = а{'д} при х^(л), а Р\п\х) означают тождественный 
нуль на |0,1|, если «'"> = (1, а в противном случае, полиномы по си
стеме Хаара, определяемые следующим образом:

О при х£ %

^а\п при х£|0,1|, если а\п) >0,
пронумеровать в порядке
роо р(2) г?(3)

1 ’ • • •’ 7 А, ’ ' I ’ • • •»

причем, если эти полиномы
0(3)

*3 ’ * ’

то использованные функции Хаара в этой последовательности будут
встречаться в том же. порядке, что и в системе Хаара. 

Л е м м а 3. Чтобы ряд

п \ 1~\

рассмотренный кик ряд по системе Хаара сходился п. в. на |(),1| 
необхоОимо и достаточно, чтобы



2 |Л (л')1 <°° п. в. на [0,1| (2)

Отметим, что при доказательстве теорем данной работы исполь
зуется только одна сторона (достаточность) утверждения леммы 3.

Нетрудно убедиться в том, что для доказательства достаточно
сти условие (2) без ограничения общности можно заменить на ус-

СО

ловие V || /п || х Далее в силу определения полиномов />р;‘
1

кп
неравенство || Р‘л> || г 2 - || /„ || ։ и следовательно « - • 1

*̂! л) II1 а так как система Хаара —базис в Л։, то ряд (1)

И сходится в (0,1), а следовательно и п. в. па (0,1).
д Отметим также, что достаточность утверждения леммы 3 вытекает
9 непосредственно из теоремы Ф. Г. Арутюняна (?), гласящей, что ес-

верно

п
ли

А’//

п

Э0

ряд // (л) сходится п. в.

Необходимость вытекает из следующих соображении: если ряд 
сходится и. в., то колебания частных сумм внутри полиномов 

ж к п
„ уменьши 1()тся“, - '

п

■будет сходиться п. в. к 
противоречит теореме А.

следовательно и ряд (1) также, что 
Л. Талаляиа и Ф. Г. Арутюняна (*).
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մ,,,1 դքլություն ան են ան շա ր րեր ք ո ր էէն ր ներկայացնեն 

ֆ ան կցի ան ։

ե {ին' կ ա մ ա յ ա կ ա ն / ( Л* ) ֆ ո ւ ն կ ց ի ա յ ի Հ ա մ ա {է,

ն ա յն արար

ufi ит 4 
ա ն մ ե /

I ^ասւղաՕի 1{{1Ш1 
ա ե ւ/ п tj ք Որր ո է ut Jի 1ք/ո է

նի շարր աi4nlbull

У(Л) '/,ու^կրքւայքւն > րսա որում եթե / ( -V )*  ք1 

b ե ր կ ա յա ցն ո ց 2Н9(9РР կ ա ր ե / /' Լ րնտրել ա յն Ա{ ե и , 

՝ աջորցականաթյանր //ւ ն ի ներք և fig սա>ո 
սակայն այց շարրր Ֆուրյեի 2էՈրր չհանցիսանա։

որոշված և չափե[ի 

տ ե ղ ա փ ո խ վ ա ծ и ի и ֊

Հաւով ած ի վրա ա J ք{ 

ղ հ ա ւո է , ա ւղ ա ն ր ա ն

որ մասնական ղամար֊
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