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1. Введение

Пусть N — множество натуральных чисел, χE характеристическая функция

множества E, а T — квадрат [0, 1]2. Через |E| будем обозначать меру Лебега

плоского множества E ⊆ R2. Через M(E) будем обозначать класс всех веще-

ственных измеримых функций на E, через L0(E) — класс всех вещественных

измеримых функций, конечных почти всюду на E, а через Lr(E), r > 0, —

класс всех измеримых на E функций, для которых∫∫
E

|f(x, y)|r dx dy <∞.

Пусть fk ∈ Lr(E), k = 0, 1, 2, . . ., где r > 0. Говорят, что ряд
∑
fk сходится

к функции f в пространстве Lr(E), если

lim
n→∞

∫
E

∣∣∣ n∑
k=0

fk(x, y)− f(x, y)
∣∣∣r dx dy = 0.

Под сходимостью в L0(E) и в M(E) будем понимать сходимость почти всюду

на множестве E.

Ряд
∑
fk является универсальным в пространстве Lr(E), r ≥ 0, если для

каждой функции f ∈ Lr(E) существует строго возрастающая последователь-

ность натуральных чисел {nm} такая, что подпоследовательность частичных

сумм

Snm
=

nm∑
k=0

fk

1Исследование выполнено при финансовой поддержке Комитета по науке РА.
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этого ряда сходится к функции f в пространстве Lr(E).

Аналогично определяется унверсальность в пространстве M(E).

Определение 1.1. Будем говорить, что ненулевые члены двойной последо-

вательности {ck,s}∞k,s=0 расположены в убывающем порядке, если для всех

k1, k2, s1, s2 ∈ N, таких что

k2 ≥ k1, s2 ≥ s1, ck2,s2 · ck1,s1 ̸= 0,

выполняется неравенство ck2,s2(f) ≤ ck1,s1(f).

Прямоугольные и сферические частичные суммы двойного ряда
∞∑

k,s=0

fk,s(x, y)

определяются соответственно как

SN,M (x, y) =

N∑
k=0

M∑
s=0

fk,s(x, y), SR(x, y) =
∑

k2+s2≤R2

fk,s(x, y).

Следуя работам [10]–[12], приведём некоторые определения, касающиеся уни-

версальных рядов в двумерном случае.

Определение 1.2. Будем говорить, что двойной ряд
∑

j,s fj,s универсален в

пространстве Lr(E) по сферам, если для каждой функции f ∈ Lr(E) суще-

ствует последовательность возрастающих вещественных чисел {Rk}, такая

что limk→∞Rk = ∞, и выполняется равенство

lim
k→∞

∫∫
E

∣∣∣∣∣ ∑
j2+s2≤R2

k

fj,s(x, y)− f(x, y)

∣∣∣∣∣
r

dx dy = 0.

Определение 1.3. Будем говорить, что двойной ряд
∑

j,s fj,s универсален

в пространстве Lr(E) по прямоугольникам, если для каждой функции f ∈
Lr(E) существуют последовательности возрастающих натуральных чисел

{Np}p≥0 и {N ′
q}q≥0, такие что

lim
p,q→∞

∫∫
E

∣∣∣∣∣
Np∑
j=0

N ′
q∑

s=0

fj,s(x, y)− f(x, y)

∣∣∣∣∣
r

dx dy = 0.

Определение 1.4. Будем говорить, что двойной ряд
∑
fj,s асимптотиче-

ски универсален в пространстве L1(E) по сферам (соответственно, по пря-

моугольникам), если существуют измеримые множества

{Bm}∞m=1,
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такие что

B1 ⊂ B2 ⊂ · · · ⊂ Bm ⊂ Bm+1 ⊂ · · · ⊂ E, и lim
m→∞

|Bm| = |E|,

и данный ряд является универсальным рядом в каждом пространстве L1(Bm),

m ∈ N по сферам (по прямоугольникам) .

Отметим, что аналог определения 1.4 в одномерном случае (в несколько

ослабленной форме) приведён в работе [3].

Приведённые обозначения и определения для функций и рядов будут при-

меняться также и в одномерном случае.

Отметим, что существование одномерных рядов, универсальных в том или

ином смысле в различных классах функций, изучалось многими математика-

ми, и публикации по этой теме регулярно появляются в математической лите-

ратуре. Основные результаты в этом направлении были получены Д. Е. Мень-

шовым, А. А. Талаляном и их учениками (см [1]-[12] ). Ниже приведены ре-

зультаты, имеющие непосредственное отношение к данной работе.

Первой работой, в которой были построены универсальные (в обычном смыс-

ле) тригонометрические ряды в классе M([0, 2π]), является работа Д. Е. Мень-

шова [1]. В работе А. А. Талаляна [2] доказано, что в классе M([0, 1]) суще-

ствует универсальный ряд (с коэффициентами, стремящимися к нулю) вида
∞∑
k=1

akφk(x),

где {φk(x)}∞k=1 — произвольная полная ортонормированная система в L2([0, 1]).

В работах [5, 6] М. Г. Григорян, усилив теорему Меньшова, доказал, что су-

ществует интегрируемая функция, такая что после выбора подходящих знаков

её коэффициентов Фурье по тригонометрической системе (соответственно, по

системе Уолша) вновь полученный ряд является универсальным в классе всех

измеримых функций.

Более того, в работах [7 – 9] было доказано (как по тригонометрической

системе, так и по системе Уолша), что любую измеримую, почти всюду ко-

нечную функцию, путем изменения её значений на множестве сколь угодно

малой меры, можно преобразовать в такую функцию, что после выбора соот-

ветствующих знаков для членов ряда Фурье изменённой функции полученный

ряд становится универсальным рядом в классе всех вещественных измеримых

функций на M([0, 2π]) (в случае системы Уолша — на M([0, 1])).

Для двойной системы Уолша {Wk(x)Ws(y)}∞k,s=0 в работе [11] доказано сле-

дующее: для любого δ > 0 существует измеримое множество E ⊂ T с мерой
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|E| > 1− δ, такое что для каждой функции f ∈ L1(E) можно найти числа

{δk,s : δk,s = ±1}∞k,s=0

и функцию g ∈ L1(T ) с g(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ E, для которой ряд Фурье

по двойной системе Уолша сходится как по сферам, так и по прямоугольни-

кам, а её коэффициенты Фурье на спектре положительны и расположены в

убывающем порядке. При этом двойной ряд
∞∑

k,s=0

δk,s ck,s(g)Wk(x)Ws(y)

является универсальным рядом в классе Lr(T ), r ∈ (0, 1), по сферам (см. опре-

деления 1.1-1.3).

Аналогичный результат имеет место и для двойной тригонометрической си-

стемы (см. [12, 13]).

Было бы интересно узнать: имеет ли место аналогичный результат для си-

стемы Виленкина?

Напомним определение класса мультипликативных систем функций (см. [14],

гл. 1, § 1.5).

Пусть P = {pj}∞j=1 — произвольная последовательность натуральных чисел,

такая что pj ≥ 2 для всех j ∈ N. Определим

(1.1) m0 = 1, mk =

k∏
j=1

pj , k ∈ N.

Легко заметить, что для каждой точки x ∈ [0, 1) и каждого n ∈ [mk, mk+1) ∩
N, k ∈ N, существуют числа xj , αj ∈ {0, 1, . . . , pj − 1} такие, что

n =

k∑
j=1

αjmj−1, x =

∞∑
j=1

xj
mj

.

Отметим, что точки вида l
mk

, где 0 ≤ l ≤ mk−1, имеют два различных P -ичных

разложения: конечное и бесконечное. Чтобы иметь дело только с однозначными

разложениями, договоримся для таких точек использовать именно конечные

разложения.

Для заданной последовательности P = {pj}∞j=1 мультипликативная система

V = {Vj(x)}∞j=0 определяется следующим образом:

(1.2) V0(x) ≡ 1, Vn(x) = exp
(
2πi

k∑
j=1

αj
xj
pj

)
,

где числа αj и xj — коэффициенты разложений n и x в P -ичной системе.
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Нетрудно видеть, что

(1.3)
∫ 1

0

Vn(t)Vk(t) dt =

1, если k = n,

0, если k ̸= n.

где a обозначает комплексно-сопряжённое число к a.

Эти системы были введены Н. Я. Виленкиным в 1946 году (см. [15]) и по-

этому часто называются также системами Виленкина.

В случае sup{pk} < ∞ система V = {Vj(x)}∞j=0 называется мультиплика-

тивной системой ограниченного типа. В противном случае, если sup{pk} = ∞,

система называется системой неограниченного типа.

Хорошо известны некоторые частные случаи систем, соответствующих раз-

личным последовательностям {pj}∞j=1. В частности, если P = {2, 2, . . .}, то си-

стема V совпадает с системой Уолша–Пэли (см. [16], [17]). А если P = {a, a, . . .},
где a > 2 — простое число, то система V совпадает с системой Крестенсо-

на–Леви (см. [18]).

В работах [13]–[20] для мультипликативных систем были получены важные

результаты. В 1957 году К. Ватари [19] доказал, что система Виленкина огра-

ниченного типа является базисом в пространстве Lr([0, 1]) при r > 1. Затем,

в 1976 году, В. Янг [20] установил базисность в Lr([0, 1]) систем Виленкина

произвольного типа.

Большинство результатов по мультипликативным системам получены для

систем ограниченного типа. Многие утверждения до настоящего времени не

имеют своих аналогов для систем неограниченного типа. В частности, неиз-

вестно, верна ли для мультипликативных систем неограниченного типа тео-

рема Карлесона [22], согласно которой ряд Фурье функции f ∈ L2([0, 2π]) по

тригонометрической системе сходится почти всюду на [0, 2π]. Поэтому изуче-

ние мультипликативных систем с точки зрения поведения последовательности

P = {pk}∞k=1 представляет самостоятельный интерес.

В настоящей статье для двойной мультипликативной системы (ограничен-

ного или неограниченного типа) мы докажем следующее утверждение:

Теорема 1.1. Пусть V = {Vk(·)}∞k=1 — система Виленкина. Тогда существу-

ет двойной ряд вида
∞∑

k,s=0

λk,sVk(x)Vs(y),

который является асимптотически универсальным в пространстве L1(T )

как по сферам, так и по прямоугольникам.
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Следует отметить, что многие классические одномерные результаты невоз-

можно перенести на двумерный случай. Так, например, Феферман в работе [23]

показал, что известные теоремы Л. Карлесона [22] и М. Рисса [24] не выполня-

ются в двумерной постановке. В этом случае различные виды частичных сумм

(сферические, прямоугольные, квадратные) существенно различаются по сво-

им свойствам, таким как сходимость в Lp при p ≥ 1, а также сходимость почти

всюду. Следует также отметить, что до настоящего времени остаётся неиз-

вестным, сходятся ли почти всюду сферические частичные суммы ряда Фурье

непрерывной функции двух переменных по двойной системе Уолша, а также

по двойной тригонометрической системе.

Пусть f ∈ L1(T ). Коэффициенты Фурье функции f по двойной системе

Виленкина {Vk(x)Vs(y)}∞k,s=0 определяются следующим образом:

(1.4) ck,s(f) =

∫∫
T

f(x, y)Vk(x)Vs(y) dx dy, k, s = 0, 1, 2, . . .

Положим

(1.5) spec(f) = {(k, s) | ck,s(f) ̸= 0, k, s ∈ N ∪ {0}}.

Теорема 1.1 следует из более сильной теоремы:

Теорема 1.2. Существуют ряд вида

Ω =

∞∑
k,s=0

λk,s Vk(x)Vs(y)

по двойной системе Виленкина и измеримые множества {Bm}∞m=1 такие,

что

B1 ⊂ B2 ⊂ · · · ⊂ Bm ⊂ Bm+1 ⊂ · · · ⊂ T, lim
m→∞

|Bm| = 1,

и выполняются следующие условия:

a. Ненулевые значения {|λk,s|}∞k,s=0 расположены в убывающем порядке

(см. Определение 1.1), и limk,s→∞ λk,s = 0.

b. Ряд Ω является универсальным в каждом пространстве L1(Bm) (m ∈
N) как по сферам, так и по прямоугольникам.

c. Для каждой функции f ∈ L1(T ) и любого m ∈ N существует функция

gm ∈ L1(T ), совпадающая с f на Bm, такая, что её коэффициенты

Фурье удовлетворяют

ck,s(gm) = λk,s для всех (k, s) ∈ spec(gm).
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Замечание 1.1. Пункт b. Теоремы 1.2 означает, что ряд Ω является асимп-

тотически универсальным в пространстве L1(T ) как по сферам, так и по

прямоугольникам (см. Определение 1.4).

Замечание 1.2. Заметим, что не существует ряда вида
∞∑
k=0

∞∑
s=0

λk,s Vk(x)Vs(y)

по двойной системе Виленкина, который был бы универсален в пространстве

L1(T ) по прямоугольникам. Действительно, пусть бы такой ряд существо-

вал. Тогда для функции g ∈ L1(T ) с c1,1(g) ̸= 0 должны были бы существовать

последовательности {lm}, {l′m}, {nm}, {n′m} такие, что

lim
m→∞

∫∫
T

∣∣∣∣∣
lm∑
k=0

nm∑
s=0

λk,sVk(x)Vs(y)− g(x, y)

∣∣∣∣∣ dx dy = 0,

lim
m→∞

∫∫
T

∣∣∣∣∣
l′m∑
k=0

n′
m∑

s=0

λk,sVk(x)Vs(y)− 4g(x, y)

∣∣∣∣∣ dx dy = 0.

Отсюда, поскольку сильная сходимость в L1(T ) влечёт за собой слабую схо-

димость (и учитывая (1.3) и (1.4)), получаем противоречие:

λ1,1 = lim
m→∞

∫∫
T

(
lm∑
k=0

nm∑
s=0

λk,sVk(x)Vs(y)

)
V1(x)V1(y) dx dy

=

∫∫
T

g(x, y)V1(x)V1(y) dx dy = c1,1(g),

и одновременно

λ1,1 = lim
m→∞

∫∫
T

 l′m∑
k=0

n′
m∑

s=0

λk,sVk(x)Vs(y)

V1(x)V1(y) dx dy

=

∫∫
T

4g(x, y)V1(x)V1(y) dx dy = 4c1,1(g),

что невозможно, так как c1,1(g) ̸= 0.

Следствие 1.1. Пусть V = {Vk(x)}∞k=0 — система Виленкина. Тогда для лю-

бого δ > 0 существует измеримое множество E ⊂ T с |E| ≥ 1−δ такое, что

для любой функции f ∈ L1(T ) найдётся функция g ∈ L1(T ), удовлетворяющая

g(x, y) = f(x, y) при (x, y) ∈ E,

и для которой ненулевые члены последовательности коэффициентов{
|ck,s(g)|

}∞
k,s=0

расположены в убывающем порядке.
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Отметим, что это утверждение является двумерным аналогом одной из тео-

рем, доказанной в работе [23].

2. Основные леммы

Пусть P = {pj}∞j=1 — произвольная последовательность натуральных чисел,

а V = {Vk(x)} — мультипликативная система, построенная по последователь-

ности P (см. (1.1)). Обозначим через ∆
(j)
mk (см. (1.2)) P -ичные интервалы вида

∆(j)
mk

=
[ j

mk
,
j + 1

mk

)
, j ∈ {0, 1, . . . ,mk − 1}.

Рассмотрим множество L пар (γ,∆), где γ пробегает все вещественные числа, а

∆ всевозможные P -ичные квадраты вида ∆ = ∆
(ν)
mk×∆

(ℓ)
mk , с ν, ℓ ∈ {0, 1, . . . ,mk−

1} и k ∈ N.

Рассмотрим также множество ступенчатых функций

(2.1)

Φ =

{
f : f(t) =

ν∑
j=1

γj χ∆j
(x, y) : (γj ,∆j) ∈ L, ∆j ∩∆j′ = ∅ (j ̸= j′), ν ∈ N

}
.

Аналогично рассмотрим множество

(2.2) ψ =

{
ψ : ψ(t) =

ν∑
j=1

γj χ∆′
j
(t); (γj ,∆

′
j) ∈ l, ∆′

j∩∆′
j′ = ∅ (j ̸= j′), ν ∈ N

}
,

где l — множество пар {γ,∆′}, в котором γ пробегает все вещественные числа,

а ∆′ — все P -ичные интервалы.

Замечание 2.1. Легко заметить, что если ψ1(t), ψ2(t) ∈ ψ, то функция

f(x, y) = ψ1(x)ψ2(y) принадлежит множеству Φ.

Мы будем пользоваться следующей леммой, доказанной в [25].

Лемма 2.1. Пусть V = {Vk(x)} — система Виленкина ограниченного или

неограниченного типа. Тогда для любых чисел n0 ∈ N, δ0 ∈ (0, 1), γ0 ̸= 0 и

для любого P -ичного интервала вида ∆0 = ∆
(ν)
mk , ν ∈ [1,mk], k ≥ 1, существу-

ют измеримое множество E ⊂ ∆0 и полином

Q(x) =

N∑
k=n0

akVk(x) ∈ ψ,

(см. (2.2)) удовлетворяющие следующим условиям:

(1) Ненулевые члены в последовательности {|ak|}Nk=n0
равны |γ0| · |∆0|,

(2)

Q(x) =

{
γ0, x ∈ E

0, x /∈ ∆0

, |E| > (1− δ0)|∆0|,
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(3) ∫
∆0

|Q(x)| dx ≤ 2|γ0| · |∆0|.

Лемма 2.2. Пусть V = {Vk(x)} — система Виленкина ограниченного или

неограниченного типа. Тогда для любых чисел N0 ∈ N, δ ∈ (0, 1), γ ̸= 0 и для

любого P -ичного квадрата вида ∆ = ∆′×∆′′, где ∆′,∆′′ — P -ичные интервалы,

существуют измеримое множество E ⊂ ∆ и полином

Q(x, y) =

N∑
k,s=N0

ck,sVk(x)Vs(y) ∈ Φ,

удовлетворяющие следующим условиям:

(1) Ненулевые члены в последовательности {|ck,s|}Nk,s=N0
равны |γ| · |∆|,

(2)

Q(x, y) =

{
γ, (x, y) ∈ E

0, (x, y) /∈ ∆
,

(3)

|E| > (1− δ)|∆|,

(4) ∫∫
T

|Q(x, y)| dx dy ≤ 4|γ| · |∆|.

Доказательство Леммы 2.2. Приведём схему доказательства, опуская

технические детали, которые несложно воспроизвести. Дважды применим лем-

му 2.1, полагая в её формулировке сначала γ0 = γ,∆0 = ∆′, n0 = N0, δ0 = δ/2, а

затем γ0 = 1,∆0 = ∆′′, n0 = N1, δ0 = δ/2. Тем самым определяются измеримые

множества E′ ⊂ ∆′ и E′′ ⊂ ∆′′, а также полиномы по системе Виленкина вида

Q(′)(x) =

N1−1∑
k=N0

akVk(x), Q(′′)(y) =

N∑
s=N1

bsVs(y),

удовлетворяющие утверждениям 1–3 леммы 2.1 с соответствующими парамет-

рами.

Далее, определяя плоское измеримое множество E = E′ × E′′, и полином

Q(x, y) = Q(′)(x)Q(′′)(y) =

N∑
k,s=N0

ck,sVk(x)Vs(y),

где

ck,s =

akbs, N0 ≤ k < N1, N1 ≤ s ≤ N,

0, в остальных случаях,

убеждаемся в справедливости утверждений 1–3 леммы 2.2. □
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Лемма 2.3. Пусть V = {Vk(x)} — система Виленкина ограниченного или

неограниченного типа. Тогда для любых чисел N0 ∈ N, δ, ε ∈ (0, 1) и для лю-

бой функции f ∈ Φ (см. (2.1)) существуют измеримое множество E ⊂ T и

полином по двойной системе Виленкина вида

Q(x, y) =

N∑
k,s=N0

ak,sVk(x)Vs(y) ∈ Φ,

удовлетворяющий следующим условиям:

(1) Ненулевые коэффициенты в последовательности {|ak,s|}Nk,s=N0
распо-

ложены в убывающем порядке, при этом, для всех (k, s) выполняется

|ak,s| ≤ ε.

(2) ∫∫
T

|Q(x, y)| dx dy ≤ 4

∫∫
T

|f(x, y)| dx dy.

(3)

Q(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ E, причём |E| > 1− δ.

Доказательство Леммы 2.3 . Пусть

(2.3) f(x, y) =

ν0∑
ν=1

γνχ∆ν (x, y) ∈ Φ,

где для всех 1 ≤ ν ≤ ν0 множества ∆ν — попарно непересекающиеся P -ичные

квадраты. Без ограничения общности можно считать, что

(2.4) 0 < |γ1| |∆1| < · · · < |γν | |∆ν | < · · · < |γν0
| |∆ν0

| < ε.

Последовательным применением леммы 2.2 построим последовательности мно-

жеств {En}ν0
n=1 и полиномов по двойной системе Виленкина вида

(2.5) Qν(x, y) =

Nν−1∑
k,s=Nν−1

a
(ν)
k,s Vk(x)Vs(y) ∈ Φ, 1 ≤ ν ≤ ν0,

такие, что для всех ν ∈ [1, ν0] выполняются следующие условия:

(2.6)
{
|a(ν)k,s|

}Nν−1

k,s=Nν−1
равны либо 0, либо |γν | |∆ν |,

(2.7) |Eν | > (1− δ) |∆ν |,

(2.8) Qν(x, y) =

{
γν , (x, y) ∈ Eν ,

0, (x, y) /∈ ∆ν ,

(2.9)
∫∫
∆ν

|Qν(x, y)| dx dy < 4 |γν | |∆ν |.
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Положим

(2.10) ak,s =

{
a
(ν)
k,s, Nν−1 ≤ k, s < Nν , 1 ≤ ν ≤ ν0,

0, в остальных случаях.

(2.11) E =

ν0⋃
ν=1

Eν ,

(2.12) Q(x, y) =

ν0∑
ν=1

Qν(x, y).

Пусть N = Nν0
− 1. В силу (2.4), (2.6) и (2.10), ненулевые члены в последова-

тельности {|ak,s|}Nk,s=N0
расположены в убывающем порядке и

|ak,s| ≤ ε, ∀ k, s ∈ [N0, N ].

Из (2.3), (2.5), (2.7), (2.8), (2.11) и (2.12) имеем

Q(x, y) = f(x, y) для (x, y) ∈ E, |E| > 1− δ.

Учитывая соотношения (2.5), (2.10) и (2.12), получим, что

Q(x, y) ∈ Φ, Q(x, y) =

ν0∑
ν=1

Nν−1∑
k,s=Nν−1

a
(ν)
k,sVk(x)Vs(y) =

N∑
k,s=N0

ak,sVk(x)Vs(y).

В силу (2.3), (2.9) и (2.12) будем иметь∫∫
T

|Q(x, y)| dxdy =

ν0∑
ν=1

∫∫
∆ν

|Q(x, y)| dxdy ≤ 4

ν0∑
ν=1

|γν ||∆ν | = 4

∫∫
T

|f(x, y)| dxdy.

3. Доказательство теоремы 1.2

Заметим, что из множества Φ (см. (2.1)) можно выделить последователь-

ность

(3.1) {fn(x, y)}∞n=1,

которая является всюду плотной в пространстве L1(T ).

Применим лемму 2.3, пологая в ее формулировке

N0 = 1, δ =
1

2
, ε =

1

4
, f(x, y) = f1(x, y).

Тогда определяются измеримые множества E1 ⊂ T и полином по системе Ви-

ленкина вида

Q
(1)
1 (x, y) =

M2−1∑
k,s=M1

a
(1,1)
k,s Vk(x)Vs(y), M1 = N0 = 1,
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такие, что ненулевые коэффициенты в последовательности {|a(1,1)k,s |}M2−1
k,s=M1

рас-

положены в убывающем порядке и

max
(k,s)∈spec(Q

(1)
1 )

|a(1,1)k,s | ≤ 1

4
,

|E1| ≥ 1− 2−1,

Q
(1)
1 (x, y) = f1(x, y), (x, y) ∈ E1,∫∫

T

|Q(1)
1 (x, y)| dxdy < 4

∫∫
T

|f1(x, y)| dxdy.

Снова применим лемму 2.3, полагая в её формулировке:

N0 =M2, δ =
1

22
, ε = min

(j,m)∈spec(Q
(1)
1 )

{
|a(1,1)j,m |

}
, f(x, y) = f1(x, y)−Q(1)

1 (x, y).

Тогда определяются измеримые множества G1 ⊂ [0, 1]2 и полином по системе

Виленкина вида:

Q
(2)
1 (x, y) =

M3−1∑
k,s=M2

a
(1,2)
k,s Vk(x)Vs(y),

такие, что ненулевые коэффициенты в последовательности
{
|a(1,2)k,s |

}M3−1

k,s=M2

рас-

положены в убывающем порядке, при этом

max
(k,s)∈spec(Q

(2)
1 )

{
|a(1,2)k,s |

}
≤ min

(j,m)∈spec(Q
(1)
1 )

{
|a(1,1)j,m |

}
,

|G1| ≥ 1− 2−2,

Q
(2)
1 (x, y) = f1(x, y)−Q

(1)
1 (x, y), (x, y) ∈ G1.

Нетрудно видеть, что, последовательно применяя лемму 2.3, по индукции мож-

но построить последовательности множеств {En}∞n=1, {Gn}∞n=1 и полиномов по

двойной системе Виленкина вида

(3.2) Q(1)
n (x, y) =

M2n−1∑
k,s=M2n−1

a
(n,1)
k,s Vk(x)Vs(y),

(3.3) Q(2)
n (x, y) =

M2n+1−1∑
k,s=M2n

a
(n,2)
k,s Vk(x)Vs(y),

которые для всех n ∈ N удовлетворяют следующим условиям: ненулевые ко-

эффициенты как в последовательности
{
|a(n,1)k,s |

}M2n−1

k,s=M2n−1

, так и в последова-

тельности
{
|a(n,2)k,s |

}M2n+1−1

k,s=M2n

(для любого фиксированного n ∈ N) расположены
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в убывающем порядке, причем

(3.4)


max

(k,s)∈spec(Q
(1)
n+1)

|a(n+1,1)
k,s | ≤ min

(j,m)∈spec(Q(2)
n )

|a(n,2)j,m | ≤ 2−2n,

max
(k,s)∈spec(Q(2)

n )
|a(n,2)k,s | ≤ min

(j,m)∈spec(Q(1)
n )

|a(n,1)j,m | ≤ 2−2n,

(3.5) |En| ≥ 1− 2−2n, n ∈ N,

(3.6) Q(1)
n (x, y) = fn(x, y), (x, y) ∈ En, n ∈ N,

(3.7)
∫∫

T

|Q(1)
n (x, y)| dx dy < 4

∫∫
T

|fn(x, y)| dx dy, n ∈ N,

(3.8) Q(2)
n (x, y) = fn(x, y)−

n−1∑
k=1

(
Q

(1)
k (x, y)+Q

(2)
k (x, y)

)
−Q(1)

n (x, y), (x, y) ∈ Gn,

(3.9) |Gn| ≥ 1− 2−2n+1, n ∈ N.

Из (3.8) вытекает

(3.10) fn(x, y) =

n∑
k=1

(
Q

(1)
k (x, y) +Q

(2)
k (x, y)

)
, (x, y) ∈ Gn.

Определим измеримые множества {Bm}∞m=1 и ряд по двойной системе Вилен-

кина следующим образом:

(3.11) Bm =

∞⋂
n=m

(Gn ∩ En) , m ∈ N

и

(3.12)
∞∑

k,s=0

λk,sVk(x)Vs(y),

где

(3.13) λk,s =


a
(n,1)
k,s , при M2n−1 ≤ k, s < M2n, n ≥ 1,

a
(n,2)
k,s , при M2n ≤ k, s < M2n+1, n ≥ 1,

0, в остальных случаях .

Докажем, что множества Bm,m ≥ 1 (см. (3.11)) и ряд (3.12) искомые.

В силу (3.4) и (3.13), ненулевые члены в последовательности {|λk,s|}∞k,s=0

расположены в убывающем порядке и limk,s→∞ λk,s = 0. Из (3.5), (3.9) и (3.11)

следует

(3.14) B1 ⊂ · · · ⊂ Bm ⊂ Bm+1 ⊂ · · · ⊂ [0, 1]2, lim
m→∞

|Bm| = 1.

В силу (3.6), (3.10) и (3.11) для каждого m ∈ N и для всех n ≥ m и (x, y) ∈ Bm

имеем

(3.15) fn(x, y) =

n∑
k=1

(
Q

(1)
k (x, y) +Q

(2)
k (x, y)

)
.
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Пусть φ ∈ L1(T ). Нетрудно видеть, что можно выбрать подпоследовательность

{fnk
(x, y)}∞k=1 из последовательности (3.1) так, чтобы

(3.16) lim
k→∞

∫∫
T

|fnk
(x, y)− φ(x, y)| dxdy = 0.

Обозначая через

(3.17) Nk =M2nk+1 − 1, Rk =
√
2N2

k , k ∈ N

и, учитывая соотношения (3.2), (3.3), (3.10), (3.12), (3.13) и (3.15)–(3.17), для

каждого m ∈ N получим

lim
k→∞

∫∫
Bm

∣∣∣∣∣∣
∑

l2+s2≤R2
k

λl,sVl(x)Vs(y)− φ(x, y)

∣∣∣∣∣∣ dx dy =

= lim
k→∞

∫∫
Bm

∣∣∣∣∣∣
Nk,∑
l,s=0

λl,sVl(x)Vs(y)− φ(x, y)

∣∣∣∣∣∣ dx dy =

= lim
k→∞

∫∫
Bm

∣∣∣∣∣∣
nk∑
j=1

(
Q

(1)
j (x, y) +Q

(2)
j (x, y)

)
− φ(x, y)

∣∣∣∣∣∣ dx dy = 0.

Отсюда вытекает, что ряд (3.12) является универсальным рядом в каждом

пространстве L1(Bm), m ∈ N (последовательности {Nk} и {Rk} не зависят

от Bm) по сферам. Рассматривая последовательности (см. определение 1.3)

Np =M2np+1 − 1, p и N ′
q =M2nq+1 − 1, q ≥ 1 аналогично доказывается универ-

сальность по прямоугольникам. Этим пункт b) теоремы 1.2 доказан.

Пусть m ∈ N фиксировано и пусть f ∈ L1(Bm). Положим

(3.18) Fm(x, y) =

{
f(x, y), (x, y) ∈ Bm,

0, в остальных случаях.

Нетрудно видеть, что можно выбрать подпоследовательность {fmj (x, y)}∞j=1 из

последовательности (3.1) так, чтобы

(3.19) lim
N→∞

∫∫
T

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

fmj (x, y)− Fm(x, y)

∣∣∣∣∣∣ dxdy = 0, m1 > m.

(3.20)
∫∫
T

|fmj (x, y)|dxdy ≤ 2−2j , j ≥ 2

(это возможно, поскольку последовательность {fn(x, y)}∞n=1 всюду плотна в

L1(T )).
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В силу (3.7) и (3.20), последовательность
{∑q

j=1Q
(1)
mj (x, y)

}∞

q=1
является

фундаментальной в L1(T ). Обозначим её предел через gm ∈ L1(T ):

(3.21) lim
q→∞

∫∫
T

∣∣∣∣∣∣
q∑

j=1

Q(1)
mj

(x, y)− gm(x, y)

∣∣∣∣∣∣ dxdy = 0.

Учитывая соотношения (3.6), (3.11), (3.18), (3.19) и (3.21), получим, что

(3.22) gm(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ Bm.

Положим

(3.23) δk,s =

{
1, M2mj−1 ≤ k, s < M2mj

, j ≥ 1,

0, в остальных случаях.

Ясно, что (см. (3.2), (3.12), (3.13) и (3.23))
M2mq−1∑
k,s=0

δk,sλk,sVk(x)Vs(y) =

q∑
j=1

 M2mj
−1∑

k,s=M2mj−1

a
(mj ,1)
k,s Vk(x)Vs(y)

 =

q∑
j=1

Q(1)
mj

(x, y).

Отсюда и из (3.21) вытекает

(3.24) lim
q→∞

∫∫
T

∣∣∣∣∣∣
M2mq−1∑
k,s=0

δk,sλk,sVk(x)Vs(y)− gm(x, y)

∣∣∣∣∣∣ dxdy = 0.

Поскольку из сильной сходимости следует слабая сходимость, из (3.24) имеем

δm,lλm,l = lim
q→∞

∫∫
T

M2mq−1∑
k,s=0

δk,sλk,sVk(x)Vs(y)

Vm(x)Vl(y) dxdy

=

∫∫
T

gm(x, y)Vm(x)Vl(y) dxdy.

Значит (см. (1.3))

δυ,lλυ,l = cυ,l(gm) =

∫∫
T

gm(x, y)Vυ(x)Vl(y) dxdy.

Ясно, что (см. (1.4), (3.23))

spec(gm) ⊂
∞⋃
j=1

[M2mj−1,M2mj
)2.

и следовательно

cυ,l(gm) = λυ,l, ∀(υ, l) ∈ spec(gm).

Теорема 1.2 доказана.

Abstract. In this paper, asymptotically universal double series for multiplicative

systems of unlimited type in the class of integrable functions of two variables are

constructed.
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