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Аннотация. В данной работе мы исследуем взрывные явления для урав-
нения Новикова и уравнения Фокаса–Олвера–Розену–Цяо (FORQ) с нели-
нейным членом высокого порядка γupux. Именно благодаря особой струк-
туре этих двух уравнений мы можем установить достаточные условия для
начальных данных, гарантирующие взрывные явления в конечный момент
времени.
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1. Введение

В 1981 году Фухштайнер и Фокс [1] использовали рекурсивные операторы

для вывода класса уравнений с двойными гамильтоновыми структурами, а

именно уравнения Камасса-Холма

(1.1) ut − uxxt + 2κux + 3uux = 2uxuxx + uuxxx.

Камасса и Холм [2] вывели уравнение (1.1) из гамильтоновых методов. В [3] бы-

ла рассмотрена задача Коши уравнения (1.1) и доказано, что соответствующее

решение u(x, t) + κ(κ ̸= 0) с начальными данными u0(x) + κ ∈ C∞
0 (R) с ком-

пактным носителем не сохраняет компактность по x−носителю на протяжении

всего времени существования. Было показано, что солитарная волна уравнения

(1.1) обладает спектральными свойствами солитона и сохраняет стабильность

своей формы при небольших возмущениях, см. [4]. Когда κ = 0, уравнение (1.1)

принимает вид

(1.2) ut − uxxt + 3uux = 2uxuxx + uuxxx.
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Мы рекомендуем читателям ознакомиться с [5, 6] для локальной хорошо по-

ставленной задачи уравнения (1.2) в пространстве Соболева Hs с s > 3
2 , [7]

для пиковых солитонов уравнения (1.2) и [8] для орбитальной устойчивости

пиконов в норме H1 относительно уравнения (1.2). Маккин [9] показал, что

уравнение (1.2) взрывается тогда и только тогда, когда некоторая часть по-

ложительной составляющей m0 лежит слева от некоторой части его отрица-

тельной составляющей. Цзян, Ни и Чжоу [10] доказали теорему Маккина [9]

для волновых разрывов уравнения (1.2) и проанализировали профиль взры-

ва. В [6, 11] были разработаны условия для начальных данных, при которых

уравнение (1.2) с дисперсией взрывается за конечное время.

В 2009 году Владимир Новиков обнаружил новое интегрируемое уравнение

с кубической нелинейностью (уравнение Новикова):

(1.3)

{
mt + u2mx + 3uuxm = 0,

m = u− uxx,
x ∈ R, t ≥ 0.

В [12] операторы B1 = −2(3mDx + 2mx)(4Dx − D3
x)

−1(3mDx + mx) и B2 =

(1−D2
x)m

−1Dxm
−1(1−D2

x) обеспечивают бигамильтонову структуру для иерар-

хии симметрии уравнения (1.3). Было показано, что задача Коши уравнения

(1.3) в пространстве Соболева Hs с s > 3
2 локально хорошо поставлена в [13] –

[15], с использованием методов аппроксимации типа Галеркина в [13] и теории

полугрупп Като в [14, 15]. Локальная хорошо поставленность задачи Коши для

уравнения (1.3) также сохранялась как в пространствах Бесова B
3
2
2,1 в [14, 15]

так и в пространстве Бесова Bs
p,r с 1 ≤ p, r ≤ +∞ и s > max

{
1 + 1

p ,
3
2

}
в

[16]. Ву и Инь [14] доказали, что уравнение (1.3) имеет гладкие решения, су-

ществующие глобально во времени, а также глобальные слабые решения типа

пиконов. Устойчивость экспоненциального затухания уравнения (1.3) была ис-

следована в [15]. Химонас и Хомс [17] показали, что отображение: u(0) → u(t)

с u0 ∈ Hs, s > 3
2 , 0 ≤ r < s является гельдеровo непрерывным в Hr-топологии.

Глобальное существование слабых решений задачи Коши уравнения (1.3) бы-

ло установлено в [18], а глобальные дисперсионные решения были изучены в

[19]. Используя специальную структуру уравнения (1.3) в [20, 21], были уста-

новлены достаточные условия на начальные данные, обеспечивающие взрыв

уравнения в течение конечного времени. Наконец, механизм взрыва уравнения

(1.3) с линейным дисперсионным членом был представлен также в [22].
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Фокас [23], Олвер и Розенау [24], Цяо [25] исследовали класс уравнений волн

в мелкой воде с более высокой нелинейностью, а именно уравнение Фокаса-

Олвера-Розенау-Цяо (FORQ).

(1.4)

{
mt +

((
u2 − u2

x

)
m
)
x
= 0,

m = u− uxx,
x ∈ R, t ≥ 0.

Уравнение было получено из двумерного уравнения Эйлера и доказано, что оно

имеет структуры Лакса и бигамильтониана. Новый вид солитонных решений

уравнения (1.4) был разработан Цяо [25]. В [26] было доказано, что уравне-

ние (1.4) является хорошо поставленной начальной задачей в пространствах

Соболева Hs, s > 5
2 , а отображение данных в решения было непрерывным,

но не равномерно непрерывным. В частности, отображение данных в решение

уравнения (1.4) не было равномерно непрерывным от Bs
p,r(R) к C([0, T ];Bs

p,r),

s > max
{
2 + 1

p ,
5
2

}
, p ∈ (1,∞] и r ∈ [1,∞) в [27]. Свойства непрерывности отоб-

ражения решения были исследованы в [28], где было показано, что оно было

Гёльдерово непрерывным в топологии Hr, когда 0 ≤ r < s. В [29], было дока-

зано, что как на прямой, так и на окружности существуют начальные данные

в Hs с s < 3
2 , при которых решение не является единственным. Чжан изучил

глобальное существование слабого решения уравнения (1.4) в пространстве H1

в [30] и получил стабильность и единственность слабого решения в W 1,1. В [31]

авторы доказали, что решение уравнения (1.4) взрывается за конечное время,

когда m0 неотрицательно и существует точка x′, в которой начальное зна-

чение m0 больше нуля, а u0x меньше отрицательного значения. Аналогичным

образом, механизм взрыва уравнения (1.4) с переменными линейными членами

дисперсии был изучен в [32], а механизм взрыва уравнения омКХ (обобщенное

модифицированное уравнение Камасса-Холма) с линейным членом дисперсии

был представлен в [22].

Уравнение (1.3) и уравнение (1.4) допускают следующие две сохраняющиеся

плотности.

H̃1 [u(t)] =

∫
R
umdx =

∫
R
u2 + u2

xdx = H̃1 [u0]

и

H̃2 [u(t)] =

∫
R
u4 + 2u2u2

x − 1

3
u4
xdx = H̃2 [u0] .

Чен, Го, Лю и Цю [22] доказали, что если существует некоторая точка x0 ∈ R
такая, что u0(x0) > 0 и

m0(x) > 0, x < x0; m0(x0) = 0; m0(x) < 0, x > x0.
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Более того, если

u0(x0)

2

[
u2
0(x0)− u2

0x(x0)
]
+ 2

√H̃3
1 [u0]

2
+

√
3H̃1 [u0] (H̃2

1 [u0]− H̃2 [u0])

 < 0,

то соответствующее решение уравнения (1.3) взрывалось за конечное время.

Они также рассмотрели уравнение (1.4) и уравнение (1.3) с дисперсионным

членом γux и нашли закон сохранения, аналогичный H̃2, чтобы доказать взрыв

уравнения (1.4). Однако H̃2 не сохранялось в уравнении (1.3) с дисперсионным

членом, и они нашли замену, модифицировав H̃2, чтобы установить результат

взрыва для уравнения.

В данной работе мы рассматриваем уравнение Новикова с нелинейным чле-

ном высокого порядка.

(1.5)


mt + u2mx + 3uuxm+ γupux = 0, x ∈ R, t ≥ 0, p > 0,

m = u− uxx,

u0(x) = u(0, x), x ∈ R.

Мы также рассматриваем уравнение FORQ с нелинейным членом высокого

порядка.

(1.6)


mt +

((
u2 − u2

x

)
m
)
x
+ γupux = 0, x ∈ R, t ≥ 0, p ≥ 0,

m = u− uxx,

u0(x) = u(0, x), x ∈ R.

Остальная часть данной статьи организована следующим образом. В Разде-

ле 2 мы изучаем некоторые свойства уравнения Новикова с нелинейным чле-

ном высокого порядка. В Разделе 3 мы изучаем некоторые свойства уравнения

FORQ с нелинейным членом высокого порядка.

2. Некоторые свойства уравнения Новикова с нелинейным членом

высокого порядка

Уравнение (1.5) также можно записать в виде

ut − utxx + 4u2ux − 3uuxuxx − u2uxxx + γupux = 0.

Принимая свертку с функцией Грина G(x) = 1
2e

−|x| для оператора (1 − ∂2
x) ,

получаем эквивалентные нелинейные формы уравнения (1.5) следующим об-

разом

(2.1) ut + u2ux +G ∗ ∂x
(
u3 +

3

2
uu2

x +
1

p+ 1
γup+1

)
+

1

2
G ∗ u3

x = 0.
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2.1. Законы сохранения для уравнения Новикова с нелинейным чле-

ном высокого порядка.

Лемма 2.1. Уравнение (1.5) имеет закон сохранения

∥u∥H1 = ∥u0∥H1 .

Доказательство. Умножив обе стороны уравнения (1.5) на u и проинтегриро-

вав по R, получаем, что

1

2

d

dt

∫
R
u2 + u2

xdx =

∫
R
umtdx = −

∫
R
u
(
u2mx + 3uuxm+ γupux

)
dx = 0.

Доказательство завершено. □

Лемма 2.2. Если

(2.2) H(t) =

∫
R
u4 + 2u2u2

x − 1

3
u4
x +

8γ

3(p+ 1)(p+ 2)
up+2dx

тогда выполняется следующее тождество типа Моравеца

(2.3)
dH(t)

dt
= − 4γ

3(p+ 1)

∫
R
u3
xu

p+1dx.

Доказательство. Из уравнения (2.1) можно получить:

(2.4) ut = −u2ux −G ∗ ∂x
(
u3 +

3

2
uu2

x +
1

p+ 1
γup+1

)
− 1

2
G ∗ u3

x.

Нахождение частной производной уравнения (1.5) по x дает следующее урав-

нение

(2.5)

uxt+u2uxx+
1

2
uu2

x−u3− 1

p+ 1
γup+1+G∗

(
u3 +

3

2
uu2

x +
1

p+ 1
γup+1

)
+
1

2
G∗∂xu3

x = 0.

Итак, мы получаем

(2.6)

uxt = −u2uxx−
1

2
uu2

x+u3+
1

p+ 1
γup+1−G∗

(
u3 +

3

2
uu2

x +
1

p+ 1
γup+1

)
−1

2
G∗∂xu3

x.

Взяв производную (2.2) по t и затем применив интегрирование по частям, по-

лучаем

dH(t)

dt
=

∫
R
4u3ut + 4uu2

xut + 4u2uxuxt −
4

3
u3
xuxt +

8γ

3(p+ 1)
up+1utdx

=

∫
R

(
8

3
u3 + 4uu2

x +
8

3(p+ 1)
γup+1

)
ut +

4

3
u3mt −

4

3
u3
xuxtdx

= − 4γ

3(p+ 1)

∫
R
u3
xu

p+1dx.

Здесь мы используем (2.4), (2.6) и
∫
R f(x)∂x(1− ∂2

x)
−1f(x)dx = 0. □
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2.2. Локальная хорошо поставленность и сценарий взрыва.

Теорема 2.1. Предположим, что u0 ∈ Hs(R) с s > 3
2 , существует T > 0 и

единственное решение u(t, x) уравнения (1.5) такое, что

u(t, x) ∈ C([0, T );Hs(R)) ∩ C1([0, T );Hs−1(R)).

Доказательство аналогично доказательству для уравнения Новикова в [13,

15] и уравнения Камасса-Холма в [5]. Для краткости статьи мы опускаем по-

дробное доказательство.

Лемма 2.3. Пусть u0 ∈ Hs(R) для s > 3
2 . Решение уравнения (1.5) с с началь-

ными данными u0 взрывается в конечном времени T ∗ тогда и только тогда,

когда

lim
t→T∗

inf
x∈R

{uux(t, x)} = −∞.

Доказательство. Нам нужно доказать только случай для s = 2, поскольку

доказательство для s > 2 будет аналогичным случаю для s = 2.

Умножив уравнение (1.5) на m и проинтегрировав по R относительно x ,

получаем
1

2

d

dt

∫
R
m2dx+ 2

∫
R
uuxm

2dx+ γ

∫
R
upuxmdx = 0.

Если uux ограничено снизу на [0, T ∗] × R, т. е. существует M > 0 такое, что

uux ≥ −M на [0, T ∗]× R. Согласно лемме 2.1, имеем ∥u∥L∞ ≤ 1√
2
∥u∥H1 .

Тогда имеем
1

2

d

dt

∫
R
m2dx ≤ 2M

∫
R
m2dx+ |γ|

∫
R
|upuxm| dx

≤ 2M

∫
R
m2dx+ |γ| |u|pL∞

∫
R
|uxm| dx

≤ 2M

∫
R
m2dx+ |γ|

(
1

2
p
2

∥u∥pH1

)∫
R
u2
xdx+ |γ|

(
1

2
p
2

∥u∥pH1

)∫
R
m2dx

≤ C

∫
R
m2dx.

В силу неравенства Гронвалля получаем∫
R
m2dx ≤ e2Ct

∫
R
m2

0dx, п.в. t ∈ [0, T ∗] .

Несложно вычислить, что

∥m∥2L2 =

∫
R
(u− uxx)

2dx =

∫
R
u2 + 2u2

x + u2
xxdx.

Следовательно,

∥u∥2H2 ≤ ∥m∥2L2 ≤ 2 ∥u∥2H2 .
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Следовательно, если uux ограничено снизу на [0, T ∗], тогда норма H2(R) реше-

ния уравнения (1.5) не взрывается за конечное время.

С другой стороны, мы можем получить, используя неравенство Соболева

∥uux∥L∞ ≤ C ∥u∥2Hs .

Тогда, если норма Hs решения ограничена, из этого следует, что uux ограни-

чено. □

2.3. Явление взрыва для уравнения Новикова с нелинейным членом

высокого порядка. Характеристики q(t, x), связанные с уравнением (1.5),

определяются следующим образом

{
qt(t, x) = u2(t, q(t, x)), x ∈ R, t ∈ [0, T ).

q(0, x) = x,

Лемма 2.4. Пусть u0 ∈ Hs(R), s ≥ 3. Тогда u(t, q(t, x)) и ux(t, q(t, x)) удовле-

творяют следующим уравнениям

(2.7)
d

dt
u(t, q(t, x)) = −γG ∗ upux +

1

2
e−x

∫ x

−∞
ey
(
u3 +

3

2
uu2

y −
1

2
u3
y

)
dy

− 1

2
ex
∫ +∞

x

e−y

(
u3 +

3

2
uu2

y +
1

2
u3
y

)
dy,

d

dt
ux(t, q(t, x)) = u3(t, q(t, x))− 1

2
uu2

x(t, q(t, x)) +
γ

p+ 1

(
up+1(t, q(t, x))−G ∗ up+1

)
− 1

2
e−x

∫ x

−∞
ey
(
u3 +

3

2
uu2

y −
1

2
u3
y

)
dy − 1

2
ex
∫ +∞

x

e−y

(
u3 +

3

2
uu2

y +
1

2
u3
y

)
dy.

Доказательство. Сначала воспользуемся (2.1) для вычисления d
dtu(t, q(t, x))

d

dt
u(t, q(t, x)) = ut(t, q(t, x)) + u2ux(t, q(t, x))

= −γG ∗ upux(t, q(t, x))−
1

2
G ∗ u3

x −G ∗ ∂x(u3 +
3

2
uu2

x +
γ

p+ 1
up+1)

= −γG ∗ upux +
1

2
e−x

∫ x

−∞
ey
(
u3 +

3

2
uu2

y −
1

2
u3
y

)
dy

− 1

2
ex
∫ +∞

x

e−y

(
u3 +

3

2
uu2

y +
1

2
u3
y

)
dy.
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Используя (2.5), мы можем получить

d

dt
ux(t, q(t, x)) = utx(t, q(t, x)) + u2uxx(t, q(t, x))

= u3 − 1

2
uu2

x +
γ

p+ 1

(
up+1(t, q(t, x))−G ∗ up+1(t, q(t, x))

)
−G ∗

(
u3 +

3

2
uu2

x

)
− 1

2
G ∗ ∂xu3

x

= u3(t, q(t, x))− 1

2
uu2

x(t, q(t, x)) +
γ

p+ 1

(
up+1(t, q(t, x))−G ∗ up+1

)
−

1

2
e−x

∫ x

−∞
ey
(
u3 +

3

2
uu2

y −
1

2
u3
y

)
dy − 1

2
ex
∫ +∞

x

e−y

(
u3 +

3

2
uu2

y +
1

2
u3
y

)
dy.

□

Теперь определим следующие формулы

(2.8)

f(t) =

(∫
R
u4
xdx

) 1
2
, C1 =

4

3
|γ|

(
1

2
p+1
2

∥u0∥p+2
H1

)
,

C2 = −H(0) + ∥u0∥4H1 +
8 |γ|

3 · 2
p
2 (p+ 1)(p+ 2)

(∥u0∥H1)
p+2

,

C3 =
3

2
∥u0∥H1 C1, C4 = |γ|

(
1

2
p
2

∥u0∥p+1
H1

)
+ 2

(
1√
2
∥u0∥3H1 +

√
3C2 ∥u0∥H1

)
,

K(t) =
3

4

(√
2

4
∥u0∥3H1 + ∥u0∥H1

(
3

2
C1t+

√
3C2

))
.

Теорема 2.2. Пусть u0 ∈ Hs(R) для s > 3
2 . Предположим, что существуют

некоторые 0 < β < 1 и x1 ∈ R такие, что u0(x1) > 0 и

(2.9) u0,x(x1) < −B + 1

B − 1

√
2K1(T1)

βu0(x1)
,

где

B = eT1

√
2βu0(x1)K1(T1),

T1 =
−C4 +

√
C2

4 + 4C3(1− β)u0(x1)

2C3
,

(2.10) K1(t) = (2− β)3u3
0(x1) +

|γ|
p+ 1

(
1

2
p+1
2

+
1

2
p
2

)
∥u0∥p+1

H1 +K(t),

с C3, C4 и K(t) , определёнными в (2.8). Тогда соответствующее решение

u(t, x) взрывается за конечное время с оценкой времени взрыва T ∗, граница
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которого составляет

(2.11) T ∗ ≤ T2 =
1√

2βu0(x1)K1(T1)
ln

u0,x(x1)−
√

2K1(T1)
βu0(x1)

u0,x(x1) +
√

2K1(T1)
βu0(x1)

.

Доказательство. Пусть

Q(t) =

∫
R
u4 + 2u2u2

x +
8γ

3(p+ 1)(p+ 2)
up+2dx.

Из леммы 2.1 следует∫
R
u2u2

xdx ≤ ∥u∥2L∞ ∥u∥2H1 ≤ 1

2
∥u0∥4H1

и

(2.12)

Q(t) ≤ ∥u∥2L∞ ∥u∥2L2 + 2

∫
R
u2u2

xdx+
8 |γ|

3(p+ 1)(p+ 2)
∥u∥pL∞ ∥u∥2L2

≤ ∥u0∥4H1 +
8 |γ|

3 · 2
p
2 (p+ 1)(p+ 2)

(∥u0∥H1)
p+2

.

Пусть

f(t) =

(∫
R
u4
xdx

) 1
2
.

По (2.3) и определению C1 получаем

(2.13)

−dH(t)

dt
=

4γ

3(p+ 1)

∫
R
u3
xu

p+1dx

≤ 4

3
|γ|
[∫

R
(up+1ux)

2dx

] 1
2
(∫

R
u4
xdx

) 1
2

≤ 4

3
|γ|
(
∥u∥2p+2

L∞

∫
R
u2
xdx

) 1
2
f(t)

≤ 4

3
|γ|

(
1

2
p+1
2

∥u0∥p+2
H1

)
f(t) = C1f(t),

затем находим производную (2.13) по t,

−H(t) ≤ C1

∫ t

0

f(s)ds−H(0).

Из определения H(t) получаем

1

3
f2(t) ≤ C1

∫ t

0

f(s)ds−H(0) +Q(t).

Поэтому имеем

(2.14) f2(t) ≤ 3C1

∫ t

0

f(s)ds+ 3C2,
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где мы использовали (2.12) и определение C2.

Возьмем

g(t) = 3C1

∫ t

0

f(s)ds+ 3C2.

Тогда из (2.14) получаем

g′(t) = 3C1f(t) ≤ 3C1g
1
2 (t).

Интегрирование по интервалу [0, t] дает√
g(t) ≤ 3

2
C1t+

√
g(0) =

3

2
C1t+

√
3C2.

Таким образом

f(t) ≤
√

g(t) ≤ 3

2
C1t+

√
3C2.

Применяя вышеуказанное неравенство, мы можем получить следующие оценки

(2.15)∣∣∣∣12e−x

∫ x

−∞
ey(u3 +

3

2
uu2

y −
1

2
u3
y)dy ±

1

2
ex
∫ +∞

x

e−y(u3 +
3

2
uu2

y +
1

2
u3
y)dy

∣∣∣∣
≤ 1

2

∫ x

−∞
|u|3 + 3

2

∣∣uu2
y

∣∣+ 1

2
|uy|3 dy +

1

2

∫ +∞

x

|u|3 + 3

2

∣∣uu2
y

∣∣+ 1

2
|uy|3 dy

≤ 3

4

∫ x

−∞
|u|3 + |uy|3 dy +

3

4

∫ +∞

x

|u|3 + |uy|3 dy

=
3

4

∫
R
|u|3 + |uy|3 dy

≤ 3

4

(√
2

4
∥u0∥3H1 + ∥uy∥2L4 ∥u0∥H1

)

≤ 3

4

(√
2

4
∥u0∥3H1 + ∥u0∥H1

(
3

2
C1t+

√
3C2

))
= K(t).

Из (2.7) и (2.15) следует, что∣∣∣∣ ddtu(t, q(t, x1))

∣∣∣∣ ≤ |γ| |G ∗ upux|+
∣∣∣∣12e−x

∫ x

−∞
ey
(
u3 +

3

2
uu2

y −
1

2
u3
y

)
dy

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣12ex
∫ ∞

x

e−y

(
u3 +

3

2
uu2

y +
1

2
u3
y

)
dy

∣∣∣∣
≤ |γ| ∥G∥L2 ∥upux∥L2 +K(t)

≤ |γ|

(
1

2
p
2

∥u0∥p+1
H1

)
+K(t) = 2C3t+ C4,

где C3 и C4 определены в (2.8). Интегрирование по интервалу времени [0, t]

дает

(2.16) u0(x1)− C3t
2 − C4t ≤ u(t, q(t, x1)) ≤ u0(x1) + C3t

2 + C4t.

54



ВЗРЫВНЫЕ ЯВЛЕНИЯ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ НОВИКОВА ...

Теперь рассмотрим (2.16) во времени 0 ≤ t ≤ T1 =
−C4+

√
C2

4+4C3(1−β)u0(x1)

2C3
,

которое можно получить

0 < βu0(x1) ≤ u(t, q(t, x1)) ≤ (2− β)u0(x1).

Применяя оценку свертки (2.15) к динамике ux в (2.7), получаем

d

dt
ux(t, q(t, x1)) ≤ u

(
u2 − 1

2
u2
x

)
(t, q(t, x1))

+
|γ|

p+ 1

∣∣up+1(t, q(t, x1))−G ∗ up+1(t, q(t, x1))
∣∣+K(t)

≤ u

(
u2 − 1

2
u2
x

)
(t, q(t, x1)) +

|γ|
p+ 1

(
∥u∥p+1

L∞ + |G|L1 ∥up+1∥L2

)
+K(t)

≤ u

(
u2 − 1

2
u2
x

)
(t, q(t, x1)) +

|γ|
p+ 1

(
1

2
p+1
2

+ 1

2
p
2

)
∥u0∥p+1

H1 +K(t).

Следовательно, для 0 ≤ t ≤ T1 имеем

(2.17)

d

dt
ux(t, q(t, x1)) ≤ −β

2
u0(x1)u

2
x(t, q(t, x1)) + (2− β)3u3

0(x1)

+
|γ|

p+ 1

(
1

2
p+1
2

+
1

2
p
2

)
∥u0∥p+1

H1 +K(t)

≤ −β

2
u0(x2)u

2
x(t, q(t, x1)) +K1(T1),

где K(t) возрастает по отношению к t, а K1(t) определено в (2.10).

Пусть η =
√

2K1(T1)
βu0(x1)

. Из (2.9) можно заметить, что u0,x(x1) < −η, а из (2.17)

можно сделать вывод, что

ux(t, q(t, x1)) ≤
η
[
1 +

u0,x(x1)−η
u0,x(x1)+η e

−ηβu0(x1)t
]

1− u0,x(x1)−η
u0,x(x1)+η e

−ηβu0(x1)t
.

Пусть

(2.18) h(t) = 1− u0,x(x1)−η
u0,x(x1)+η e

−ηβu0(x1)t,

а затем, вычислив производную этого уравнения по t, получаем

h′(t) = ηβu0(x1)
u0,x(x1)− η

u0,x(x1) + η
e−ηβu0(x1)t

следовательно, h′(t) ≥ 0. Из (2.9), (2.11) и (2.18), получаем, что h(0) < 0,

h(T2) = 0 и h(T1) > 0, что означает T2 < T1.

Таким образом, из приведенных выше вычислений можно сделать вывод,

что ux(t, q(t, x1)) → −∞ при t → T ∗. Наконец, при t → T ∗, u(t, q(t, x1)) ≥
βu0(x1) > 0. Это приводит к взрыву uux(t, q(t, x1)). На этом доказательство

Теоремы 2.2 завершено. □
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3. Некоторые свойства решений уравнения FORQ с нелинейным

членом высокого порядка

Уравнение (1.6) также можно записать в виде

ut − utxx + 3u2ux − u3
x − u2uxxx − u2

xuxxx − 4uuxuxx + 2uxu
2
xx + γupux = 0.

Принимая свертку с функцией Грина G(x) = 1
2e

−|x| для оператора Гельмгольца

(1− ∂2
x) , получаем следующие эквивалентные нелокальные уравнения

(3.1) ut +

(
u2 − 1

3
u2
x

)
ux + ∂xG ∗

(
2

3
u3 + uu2

x +
γ

p+ 1
up+1

)
+

1

3
G ∗ u3

x = 0

3.1. Законы сохранения для уравнения FORQ с нелинейным членом

высокого порядка.

Лемма 3.1. Уравнение (1.6) имеет законы сохранения

(3.2) ∥u∥H1 = ∥u0∥H1

и

(3.3) H2 =

∫
R
u4 + 2u2u2

x − 1

3
u4
x +

4

(p+ 2)(p+ 1)
γup+2dx = H2[u0].

Доказательство. Умножив обе стороны уравнения (1.6) на u и проинтегриро-

вав по R, получаем, что
1

2

d

dt

∫
R
u2 + u2

xdx =

∫
R
umtdx = −

∫
R
u[2uxm

2 + (u2 − u2
x)mx + γupux]dx = 0.

Из приведенного выше уравнения мы делаем вывод, что ∥u∥H1 = ∥u0∥H1 .

Мы знаем, что уравнение (1.6) можно переписать в виде

(3.4) mt + ∂x

(
(u2 − u2

x)m+
γ

p+ 1
up+1

)
= 0.

Находим производную уравнения (1.6) по t, а затем подставляем в (3.4),

чтобы получить
d

dt
H2 =

∫
R
4u3ut + 4uu2

xut + 4u2uxuxt −
4

3
u3
xuxt +

4

p+ 1
γup+1utdx

=

∫
R
4u3ut − 4uu2

xut − 4u2uxxut + 4u2
xuxxu+

4

p+ 1
γup+1utdx

= 4

∫
R

(
(u2 − u2

x)m+
γ

p+ 1
up+1

)
utdx

= 4

∫
R

(
(u2 − u2

x)m+
γ

p+ 1
up+1

)
(1− ∂2

x)
−1mtdx

= −4

∫
R

(
(u2 − u2

x)m+
γ

p+ 1
up+1

)
(1− ∂2

x)
−1

(
(u2 − u2

x)m+
γ

p+ 1
up+1

)
dx

= 0,
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где мы использовали ∫
R
f(x)∂x(1− ∂2

x)
−1f(x)dx = 0.

Таким образом, мы завершили доказательство этой леммы. □

3.2. Локальная хорошо поставленность и сценарий взрыва.

Теорема 3.1. Предположим, что u0 ∈ Hs(R) с s > 5
2 , существует T > 0 и

единственное решение u(t, x) уравнения (1.6) такое, что

u(t, x) ∈ C([0, T );Hs(R)) ∩ C1([0, T );Hs−1(R)).

Доказательство аналогично доказательству уравнения FORQ в [26] и урав-

нения Камасса-Холма в [5]. Для краткости статьи мы опускаем подробное до-

казательство.

Лемма 3.2. Пусть u0 ∈ Hs(R) для s > 5
2 . Решение уравнения (1.6) с началь-

ными данными u0 взрывается в конечном времени T ∗ тогда и только тогда,

когда

lim
t→T∗

inf
x∈R

{uxm(t, x)} = −∞.

Доказательство. Нам нужно доказать только случай для s = 3. Доказатель-

ство будет аналогичным для s > 3.

Из леммы 3.1 можно сделать вывод, что

∥u∥L∞ ≤ 1√
2
∥u∥H1 , и ∥ux∥L∞ ≤ C ∥u∥

1
2
H1 ∥m∥

1
2
L2 .

Умножив уравнение (1.6) на m, проинтегрировав x по R, а затем применив

интегрирование по частям, получим следующее уравнение

1

2

d

dt

∫
R
m2dx = −

∫
R
(u2 − u2

x)mmxdx− 2

∫
R
uxm

3dx− γ

∫
R
upuxmdx

≤ −
∫
R
(mux)m

2dx+ |γ| ∥u∥pL∞

∫
R
|uxm| dx

≤ −
∫
R
(mux)m

2dx+ 2 |γ| ∥u∥pL∞

∫
R
m2dx.

(3.5)

Если uxm ограничено снизу на [0, T ∗] × R, т. е. существует M1 > 0 такое, что

uxm ≥ −M1 на [0, T ∗]× R. Тогда (3.5) принимает вид:

1

2

d

dt

∫
R
m2dx ≤ M1

∫
R
m2dx+ 2 |γ| ∥u∥pL∞

∫
R
m2dx ≤ C

∫
R
m2dx.

Используя неравенство Гронвалля, получаем∫
R
m2dx ≤ e2Ct

∫
R
m2

0dx.
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Таким образом, ∥m∥L2 ограничено.

Мы берем производную уравнения (1.6) по x, то есть

mtx = −2uxxm
2 − 6uxmmx − (u2 − u2

x)mxx − γpup−1u2
x − γupuxx

= −2um2 + 2m3 − 6uxmmx − (u2 − u2
x)mxx − γpup−1u2

x − γup+1 + γupm.

Умножим обе части уравнения на mx, а затем проинтегрируем x по R, получим
1

2

d

dt

∫
R
m2

xdx = −5

∫
R
uxmm2

xdx+
2

3

∫
R
uxm

3dx− γp

∫
R
up−1u2

xmxdx

− γ

∫
R
up+1mxdx+ γ

∫
R
upmmxdx

≤ −5

∫
R
uxmm2

xdx+
2

3

∫
R
uxm

3dx+ 2 |γ| p ∥u∥p−1
L∞ ∥ux∥L∞

∫
R
m2

xdx

+ |γ| ∥u∥pL∞

∫
R
|umx| dx+ |γ| p ∥u∥pL∞

∫
R
|mmx| dx

≤ −5

∫
R
uxmm2

xdx+
2

3

∫
R
uxm

3dx+ 2 |γ| p ∥u∥p−1
L∞ ∥ux∥L∞

∫
R
m2

xdx

+ |γ| p ∥u∥pL∞ ∥u∥2H1 + 2 |γ| ∥u∥pL∞

∫
R
m2

xdx+ |γ| ∥u∥pL∞

∫
R
m2dx.

(3.6)

Следовательно, из (3.5) и (3.6) получаем
1

2

d

dt

∫
R
(m2 +m2

x)dx ≤ −5

∫
R
uxmm2

xdx− 1

3

∫
R
uxm

3dx

+ 2 |γ| p ∥u∥p−1
L∞ ∥ux∥L∞

∫
R
m2

xdx

+ |γ| p ∥u∥pL∞ ∥u∥2H1 + 2 |γ| ∥u∥pL∞

∫
R
m2

xdx+ 3 |γ| ∥u∥pL∞

∫
R
m2dx

≤ 5M1

∫
R
m2

xdx+
1

3
M1

∫
R
m2dx+ C

∫
R
m2

xdx+ C

∫
R
m2dx+ C

≤ C

∫
R
(m2 +m2

x)dx+ C.

В силу неравенства Гронвалля получаем

∥u∥H3 ≤
∫
R
m2 +m2

xdx ≤ e2Ct

(∫
R
m2

0 +m2
0xdx+ 2Ct

)
, п.в. t ∈ [0, T ∗].

Следовательно, если uxm ограничено снизу на [0, T ∗], то норма H3(R) решения

(1.6) не взрывается за конечное время. С другой стороны, используя неравен-

ство Соболева, если limt→T∗ infx∈R {uxm(t, x)} = −∞, то решение взорвется за

конечное время. □

3.3. Явление взрыва для уравнения FORQ с нелинейным членом вы-

сокого порядка. Характеристики уравнения (1.6) следующие{
qt(t, x) = u2 (t, q(t, x))− u2

x (t, q(t, x)) , x ∈ R, t ∈ [0, T ).

q(0, x) = x,
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Лемма 3.3. Пусть u0 ∈ Hs(R), s ≥ 3. Тогда u(t, q(t, x)), ux(t, q(t, x)) и m(t, q(t, x))

удовлетворяют следующим уравнениям

(3.7)
d

dt
u(t, q(t, x)) = −2

3
u3
x(t, q(t, x))− γG ∗ upux +

1

2
e−x

∫ x

−∞
ey
(
2

3
u3 + uu2

y −
1

3
u3
y

)
dy

− 1

2
ex
∫ +∞

x

e−y

(
2

3
u3 + uu2

y +
1

3
u3
y

)
dy,

d

dt
ux(t, q(t, x)) =

2

3
u3(t, q(t, x))− uu2

x(t, q(t, x)) +
γ

p+ 1

(
up+1(t, q(t, x))−G ∗ up+1

)
− 1

2
e−x

∫ x

−∞
ey
(
2

3
u3 + uu2

y −
1

3
u3
y

)
dy − 1

2
ex
∫ +∞

x

e−y

(
2

3
u3 + uu2

y +
1

3
u3
y

)
dy,

d

dt
m(t, q(t, x)) = −2uxm

2(t, q(t, x))− γupux(t, q(t, x)).

Доказательство. Вычислим сначала d
dtu(t, q(t, x)) и воспользуемся форму-

лой (3.1) , чтобы получить

d

dt
u(t, q(t, x)) = ut(t, q(t, x)) +

(
u2 − u2

x

)
ux(t, q(t, x))

= −2

3
u3
x(t, q(t, x))− γG ∗ upux −G ∗ ∂x(

2

3
u3 + uu2

x)−
1

3
G ∗ u3

x

= −2

3
u3
x(t, q(t, x))− γG ∗ upux +

1

2
e−x

∫ x

−∞
ey
(
2

3
u3 + uu2

y −
1

3
u3
y

)
dy

− 1

2
ex
∫ +∞

x

e−y

(
2

3
u3 + uu2

y +
1

3
u3
y

)
dy.

Взяв производную (3.1) по x, мы получаем

utx + uu2
x + u2uxx − u2

xuxx − 2

3
u3 − γ

p+ 1
up+1 +

1

3
G ∗ ∂xu3

x

+G ∗ (2
3
u3 + uu2

x +
γ

p+ 1
up+1) = 0.

Тогда мы имеем

d

dt
ux(t, q(t, x)) = utx(t, q(t, x)) +

(
u2 − u2

x

)
uxx(t, q(t, x))

=
2

3
u3(t, q(t, x))− uu2

x(t, q(t, x)) +
γ

p+ 1

(
up+1(t, q(t, x))−G ∗ up+1

)
− 1

3
G ∗ ∂xu3

x −G ∗ (2
3
u3 + uu2

x)

=
2

3
u3(t, q(t, x))− uu2

x(t, q(t, x)) + γ

(
1

p+ 1
up+1(t, q(t, x))−G ∗ 1

p+ 1
up+1

)
− 1

2
e−x

∫ x

−∞
ey
(
2

3
u3 + uu2

y −
1

3
u3
y

)
dy − 1

2
ex
∫ +∞

x

e−y

(
2

3
u3 + uu2

y +
1

3
u3
y

)
dy.
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Наконец, из (1.6) вытекает

d

dt
m(t, q(t, x)) = mt(t, q(t, x)) + (u2 − u2

x)xm(t, q(t, x))

= −(2uux − 2uxuxx)m(t, q(t, x))− γupux(t, q(t, x))

= −2uxm
2(t, q(t, x))− γupux(t, q(t, x)). □

Теперь определим

(3.8)

A1 =

√
2

4
∥u0∥3H1 +

1

2
∥u0∥H1

[
3
(
∥u0∥4H1 −H2[u0]

)
+

12 |γ|

2
p
2 (p+ 1)(p+ 2)

∥u0∥p+2
H1

] 1
2

A2 = |γ| 3

2
p+1
2

∥u0∥p+1
H1 +

3

2
A1, A3 = A1 +

|γ|
p+ 1

1

2
p−1
2

∥u0∥p+1
H1 +

1

3
√
2
∥u0∥3H1 .

Теорема 3.2. Пусть γ ∈ R и u0 ∈ Hs(R) с s > 5
2 . Предположим, что суще-

ствует некоторая x2 ∈ R такая, что

(3.9)

u0(x2) > 0, u0,x(x2) ≤ min

{
−(A2)

1
3 ,−

√
A3

u0(x2)

}
,

m0(x2) >

√
− γ

2
p+2
2

∥u0∥pH1(γ ≤ 0), m0 ∈ R(нет ограничений)(γ > 0),

где A2 и A3 определены в (3.8). Тогда соответствующее решение u(t, x) взры-

вается за конечное время с оценкой времени взрыва T ∗ как

T ∗ ≤



π
2−arctan

 m0(x2)√
γ
2 up

0(x2)


−2u0x(x2)

, если γ > 0,

1
−4

√
∆u0x(x2)

ln m0(x2)+
√
∆

m0(x2)−
√
∆
, если γ < 0,

1
−2u0x(x2)m0(x2)

, если γ = 0,

где ∆ = − γ

2
p+2
2

∥u0∥pH1 .

Доказательство. Сначала получим некоторые полезные оценки, которые бу-

дут использованы позже. Используя (3.2) и (3.3), получаем следующие оценки:

∥ux∥4L4 = 3

∫
R
u4 + 2u2u2

xdx+
12γ

(p+ 1(p+ 2))

∫
R
up+2dx− 3H2[u0] ∥ux∥4L4

= 3

∫
R
u4 + 2u2u2

xdx+
12γ

(p+ 1)(p+ 2)

∫
R
up+2dx− 3H2[u0]

≤ 3
(
∥u∥2L∞ ∥u∥2L2 + 2 ∥u∥2L∞ ∥ux∥2L2

)
− 3H2[u0] +

12 |γ|
(p+ 1)(p+ 2)

∥u∥p+2
L∞ ∥u∥2L2

≤ 3
(
∥u0∥4H1 −H2[u0]

)
+

12 |γ|

2
p
2 (p+ 1)(p+ 2)

∥u0∥p+2
H1 .

(3.10)
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Из вышесказанного получаем следующую оценку∣∣∣∣12e−x

∫ x

−∞
ey(

2

3
u3 + uu2

y −
1

3
u3
y)dy ±

1

2
ex
∫ +∞

x

e−y(
2

3
u3 + uu2

y +
1

3
u3
y)dy

∣∣∣∣
≤ 1

2

∫ x

−∞

2

3
|u|3 +

∣∣uu2
y

∣∣+ 1

3
|uy|3 dy +

1

2

∫ +∞

x

2

3
|u|3 +

∣∣uu2
y

∣∣+ 1

3
|uy|3 dy

≤ 1

2

∫ x

−∞
|u|3 + |uy|3 dy +

1

2

∫ +∞

x

|u|3 + |uy|3 dy

=
1

2

∫
R
|u|3 + |uy|3 dy ≤

√
2

4
∥u0∥3H1

+
1

2
∥u0∥H1

[
3
(
∥u0∥4H1 −H2[u0]

)
+

12 |γ|

2
p
2 (p+ 1)(p+ 2)

∥u0∥p+2
H1

] 1
2

= A1.

Используя снова (3.2), получаем

(3.11)
∣∣up+1 −G ∗ up+1

∣∣ ≤ 2 ∥u∥p+1
L∞ ≤ 1

2
p−1
2

∥u0∥p+1
H1 .

Подставляя оценки (3.10)-(3.11) в (3.7), получаем

d

dt
u(t, q(t, x2)) ≥ −2

3
u3
x(t, q(t, x2))− |γ| 1

2
p−1
2

∥u0∥p+1
H1 −A1,

d

dt
ux(t, q(t, x2)) ≤ −uu2

x(t, q(t, x2)) +A1 +
|γ|

p+ 1

1

2
p−1
2

∥u0∥p+1
H1 +

1

3
√
2
∥u0∥3H1 .

Таким образом, u(t, q(t, x2)) монотонно возрастает, когда

u3
x(t, q(t, x2)) ≤ − |γ| 3

2
p+1
2

∥u0∥p+1
H1 − 3

2
A1 = −A2

и ux(t, q(t, x2)) монотонно убывает, когда

uu2
x(t, q(t, x2)) ≥ A1 +

|γ|
p+ 1

1

2
p−1
2

∥u0∥p+1
H1 +

1

3
√
2
∥u0∥3H1 = A3.

Исходя из заданных начальных условий (3.9), мы можем получить

(3.12) u(t, q(t, x2)) ≥ u0(x2) > 0, ux(t, q(t, x2)) ≤ u0,x(x2) < 0.

Когда γ > 0, используя (3.7) и (3.12), мы можем получить

d

dt
m(t, q(t, x2)) ≥ −u0x(x2)(2m

2 + γup)(t, p(t, x2))

≥ −u0x(x2)
(
2m2(t, q(t, x2)) + γup

0(x2)
)
> 0.

(3.13)

Тогда мы приходим к выводу, что m(t, q(t, x2)) возрастает.

Интегрируя неравенство (3.13) по [0, t] , получаем

m(t, q(t, x2)) ≥
√

γ
2u

p
0(x2) tan

−2u0x(x2)

√
γ

2
up
0(x2)t+ arctan

 m0(x2)√
γ
2u

p
0(x2)

 .
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Следовательно, m(t, q(t, x2)) → +∞, при

t →

π
2 − arctan

(
m0(x2)√
γ
2 up

0(x2)

)
−2u0x(x2)

.

Таким образом,

uxm(t, q(t, x2)) → −∞, при t →

π
2 − arctan

(
m0(x2)√
γ
2 up

0(x2)

)
−2u0x(x2)

.

Для γ < 0 и вследствие того, что m0(x2) >
√

− γ

2
p+2
2

∥u0∥pH1 , получаем

m2
0 +

γ

2
p+2
2

∥u0∥pH1 > 0.

Таким образом, m(t, q(t, x2)) монотонно возрастает, и m(t, q(t, x2)) > m0(x2).

Тогда получаем
d

dt
m(t, q(t, x2)) = −ux(2m

2 + γup)(t, p(t, x2))

≥ −2u0x(x2)

(
m2(t, q(t, x2)) +

γ

2
p+2
2

∥u0∥pH1

)

= −2u0x(x2)

m−
√

− γ

2
p+2
2

∥u0∥pH1

m+

√
− γ

2
p+2
2

∥u0∥pH1

 > 0.

(3.14)

Проинтегрируем неравенство (3.14) по [0, t], получим

m(t, q(t, x2)) ≥
√
∆(1 + E(t))

1− E(t)
→ +∞, при t → 1

−4
√
∆u0x(x2)

ln
m0(x2) +

√
∆

m0(x2)−
√
∆
,

где E(t) = e−4
√
∆u0x(x2)t m0(x2)−

√
∆

m0(x2)+
√
∆

и ∆ = − γ

2
p+2
2

∥u0∥pH1 . Таким образом,

uxm(t, q(t, x2)) → −∞, при t → 1

−4
√
∆u0x(x2)

ln
m0(x2) +

√
∆

m0(x2)−
√
∆
.

Для γ = 0 с заданными начальными условиями (3.9) имеем

d

dt
m(t, q(t, x2)) = −2uxm

2(t, p(t, x2))

≥ −2u0x(x2)m
2(t, q(t, x2)) > 0.

(3.15)

Проинтегрируем неравенство (3.15) по [0, t], получим

m(t, q(t, x2)) ≥
m0(x2)

1 + 2u0x(x2)m0(x2)t
,

тогда, имеем

m(t, q(t, x2)) → +∞, при t → 1

−2u0x(x2)m0(x2)
.
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Следовательно, получаем, что

uxm(t, q(t, x2)) → −∞, при t → 1

−2u0x(x2)m0(x2)
.

Таким образом, теорема полностью доказана. □

Abstract. In this paper, we investigate the blow-up phenomena for the Novikov

equation and the FORQ equation with high-order nonlinear term γupux. It is the

special structure of these two equations that we can apply to establish sufficient

conditions on the initial data to guarantee blow-up phenomena in finite time.
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