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1. Вопросы обшей теории три-ткани многомерных поверхностей 
рассматривались в работе М. А. Акивиса (’). Представляет интерес 
изучение различных частных типов три-тканей, а также моделей 
этих тканей. В настоящей работе изучается три-ткань, образованная 
тремя /'-параметрическими семействами /'-мерных плоскостей в 
проективном пространстве Р2Г размерности 2г при г 2.

При изучении этой три-ткани мы будем пользоваться проектив
ным подвижным репером, состоящим из точек А, (а, 3, 0, 1,2,...,
2г) находящихся в общем положении. Уравнения инфинитезимального 
перемещения этого репера записываются в виде

= ш? А, ,

где формы Пфаффа 1,1а удовлетворяют уравнениям структуры проек-
тканого пространства.

2. Пусть А общая точка рассматриваемой три-ткани и E}r , Е- , 
Елг — три г - мерные плоскости ткани, проходящие через эту точку. 
Совместим сточкой А точку Ао подвижного репера, точки Ar , 
= 1,2, • • • г) поместим в плоскости Е' первого семейства, точки А; 
- в плоскости Е~г второго и выберем эти точки так. чтобы точки А,- - 

Аг / лежали в плоскости /:՛’ третьего семейства.
Так как точка А„ описывает 2г- мерную область пространства 

Р2Г, то формы Пфаффи ‘ определяющие ее перемещение, бу
дут линейно независимыми.

Условие неподвижности плоскости Е\ запишется в виде <«у^=0, ю' г -= 
~0. Так как первое семейство плоскостей зависит от г параметров, то 

на нем формы ш] г должны выражаться через г линейно независимые 
базисные формы def wJ. Поэтому дифференциальные уравнения 
рассматриваемого семейства плоскостей запишутся в виде
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Аналогично мы можем получить дифференциальные уравнения 
семейства плоскостей Е2 и Е*, Эти уравнения будут иметь соответ
ственно вид

где
(*)

3. Выясним геометрический смысл объектов X* и/ и Для 
этого определим фокальные образы семейства плоскостей, образую
щих три-ткань. Пусть А точка, принадлежащая тогда

A = xM0 + xz+M/+r.

Дифференцируя это выражение, и имея в виду (1), получим 

dA = [dx° 4- Л" Ф ^+Г«*?+Г)ЛО + (dx^r 4֊ xW+r +

+ л'+'ш'+рЛ;.. г+Лу(Л/ + х'՛ ՛'<,) (6)

Будем искать фокусы плоскости то есть точки, диффереп. 
циалы которых хотя бы для одного значения форм «И принадлежат 
Е*. Для этого, как это следует из (6), необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялись условия

(л^ + л-'՛ )ш* = 0.

Имеем г уравнений относительно г переменных «>*, для получе- 
ния нетривиального решения этой системы необходимо, чтобы

Det (x°2' + x/-‘ r^)=֊-0.

Это уравнение определяет в плоскости Е\ фокусную поверхность. 
Она будет алгебраической поверхностью порядка г размерности (г—1). 
Аналогично мы можем получить уравнения фокусных поверхностей 
для плоскостей Е2 и Е*. Эти уравнения соответственно запишутся в виде

Пе1(хЧ1к — х^к) = 0

Det(x<W Д x'V) О•С g *
Таким образом геометрические объекты |^/е, ՝Лк определяют 

фокусные поверхности на плоскостях ткани.
4. Найдем теперь тензор кручения нашей три-ткани. Уравнения 

(5) в силу (3) и (4) примут вид

ш'. — 4֊ ~ w1. г (uL !j ' J r ՝» jtf • jkr

264



Теперь, вводя новые дифференциальные формы мы можем пре
дыдущие уравнения записать следующим образом

(8)

Из структурных уравнений (2) получим

֊1՜ /\0>у 4՜ Г/\у>у г

(Е՝>1 г — о^/\о։/'гГ -|- г ~г/\<.^. Гг

В силу соотношений (3), (4) и (8) эти уравнения примут следующий 
вид

ш/Д(Й' -г-шо _ + + ^)ш/Л1и*

(/(./< '■=«>/+''Д(Н'—г'ш® + н'*у1и*) — (՛.*;» + »),)<*>•'■"'лш*

Если теперь ввести новые формы

то предыдущие уравнения примут вид

(1^ = 1’^/\ А1. ֊4՜ и *.। 
= со-/' Г/\Н' — Г/\^ЛГ | (10)

где
"/* 3 Л!л) + ։1|у*, 4 >|УА1 (Н)

֊֊тензор кручения три-ткани, являющийся кососимметричным
ром. Формы Н', будет определять инпую связность на

тензо- 
ткани.а 1 1

1 т

Имея в виду (9) соотношения (8) можно переписать в виде

(12)

5. Предположим теперь, что второе семейство г-плсскостей 
рассматриваемой три-ткани образует связку с (г— 1)-мерной осью 
Е֊ р Точка Д։| не принадлежит плоскости /Г; ,, т. к. эта плоскость 
лежит вне области ткани. Обозначим через .11/ точки пересечения 
прямых Л0Д/ с плоскостью Е2Г Эти точки можно представить в виде

Л1/ — ^4/4՜ I1/ (13)

Так как плоскость Е-г ։ неподвижна, то должны иметь место соотно
шения
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аМ-,~^М]. (14)

Но дифференцируя соотношение (13), мы получим

Ан/Л0+(иИ + ։1/0)У)Л1у֊Ь (и>; ■! -|- и,ч|/ >)ДГ у։ (15)
где

нуш{ + 11/шо 4֊ <«?֊ и/гу^.

В силу условия неподвижности (14) плоскости Л? р отсюда следует 
что

д!Ч=0, и/о/ Л (16)

Сравнивая последнее соотношение с формулами (4), мы найдем, 
что на рассматриваемом семействе плоскостей

= (17)

Формулы (7) показывают теперь, что фокусные поверхности 
плоскостей Е- становятся г-кратными плоскостями, совпадающими с

Докажем далее, что и обратно, если объект имеет строение 
(16), то второе семейство плоскостей ткани представляет собой связ
ку с (г—1)-мерной осью, В самом деле, дифференцируя внешним 
образом вторую группу из уравнений (16), равносильную соотноше
ниям (17), получим

+ Г = 0. ' ■

Так как г 2, то из этих уравнений следует, что

Ди,- = О

в силу чего соотношения (15) 
...7ИГ| неподвижна.

Аналогично получим, что

совпадают с (14) и плоскость IЛ/. Л/.,II

условия

являются необходимыми и достаточными для того, чтобы первое и 
третье семейства г-плоскостей, образующих три-ткань, вырождались 
в связки плоскостей с (г—1)-мерными осями. Фокусные поверхнос
ти этих семейств плоскостей также будут г-кратными (г 1)֊плос- 
костям, совпадающими с осями связок.

Если теперь поместить точки А/ и А, г в осевые плоскости перво
го и второго семейства плоскостей три-ткани, то мы получим >•/ 
= <1г=0 и поэтому соотношения (3), (4) и (5) примут соответственно 
в и д
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Из формулы (11) и (12) следует, что

“/» = г»1

= 6^0)9 4- '/.-и/ I
) > 1 / о ՛/ |

со*' Г=:Й' 4- — •/.ч»»1 г|
I . . 7 г 7 ’ 7 0 / I

Продолжая уравнения (19), получим

ш° + г = 0, ю9=0, ?>у=0, 
где

?'7=^7 ֊

(20)

(21)

Дифференцируя внешним образом соотношения (21», будем иметь:

^-е‘А«1=о.
Это означает, что тензор кривизны ткани равен нулю, т. е. связность 
присоединенной к три-ткани будет евклидовой. Значит (2) на ней за
мыкаются фигуры Рейдеместера, а все ее координатные квазигруппы 
будут группами со следующей структурой:

с1<^՛ — 0)7

Если >/ = 0, то тензор кручения рассматриваемой ткани также будет 
равен нулю. Тогда наша ткань будет паралелизуемой (՛)• В этом слу
чае оси всех трех связок плоскостей, образующих три-ткань, лежат 
в одной гиперплоскости пространства Р._г. Легко видеть, что справед
ливо и обратное предложение.

Выражаю искреннюю благодарность М. А. Акивису за постанов
ку задачи и полезные замечания, •г

Ереванский государственный педаго! ичсский 
институт им. X. Абовяна

II.. д. зшигадш.
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«/ ш ит^»ши^р^пи/ 4 ГршйЬ тр[> «у 1рир^ш6 Г *ш- 

р р т 1</ риЪЪЬ [’('У 4 **' Ч */ш 4 \рн ^>р 2 Г и^рщЫрп^^

тшршЛт р!П1^{т ։ Итшу»[тЛ /։ Ьп 'ии^шишрт рр

тЬтЬи^ии^к

ю* Ш,+Г=—՛
)+г )Ь ’ / ‘ У*

<у/ — Ш1 + Г ՛ ш/.+ г —<в( =>/.(1»Л֊| «Л г)

4/91ифш1ри^1 прп^ил и Ь\л р1л ИЛ рр 
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հարթ ու թ լուննե րի րն տանիքի , ո րոն ք կտ պւէ ու մ են եո հյուսվածքր։ Դիտարկվող 
եո հլու սւքա(} քն ինղա ցու մ է Ш լդ սլրո լեկտիվ տարաձ nt թլան մեջ աֆ ինական կա*
պակցու [Ժլան 9 որի համար հլ ու սվածքի հա րթ ու թ րոննե ր/. կլինեն Լ(փվ պե ոդե րլիա*
կան մակերետ լթներ: Ալդ կապակցու թլամբ ոլորման ւոենզորն ա րւոահա լավում 
Հ I1/*’ \հ երկրաչափական <>ր լե կան և ր ով։ Դիտարկվում է ղեսլք, երբ ալդ

եո հրոովտծքի հա ր jd nt թ լաննե րն կազմում են {nnt րձ (ր ֊ 1 ) — աո ան էքքներ/սի
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