
ՀԱՅԿԱԿԱՆ Ш ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԱԵԿՈԻՅՅՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С С Р
ԼՆ1 1973 ՜"՜՜ 4

УДК 539.37
У 

1ЕОРИЯ У11РУЮС1И

В. В. Микаелян

О двух задачах растяжения упругого прямоугольника с 
упругими накладками

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Б. Л. Абрамяном 18/1Х 1972)

Решается плоская задача теории упругости для прямоугольника 
когда одна кромка, или две противоположные его кромки усилены 
упругими креплениями в виде приваренных (или приклеенных) к нем\ 
упругих накладок, имеющих постоянную, достаточно малую, толщин՝ 
И н накладки растягиваются двумя равными противоположно направлен
ными силами.

Задаче о передаче нагрузки от крепления к полуплоскости посвя
щены многие работы. Подробная библиография по этому вопросу приво
дится в работах Р Муки и Э. Стернберга (‘). Н. X. Арутюняна и С. М. 
Мхитаряна (2). Во всех этих работах принимается допущение Э. Ме
дана (3), что упругое крепление находится в одноосном напряженном со 
стоянии.

В нашей работе также принимается упомянутое допущение Э. Ме
дана. Задачи решаются в перемещениях, которые представляются в виде 
суммы двух рядов Фурье по тригонометрическим функциям. Для 
определения коэффициентов разложений получены бесконечные систе
мы линейных уравнений. Доказывается, что эти системы вполне регу
лярны.

Одна задача о растяжении прямоугольной упругой полосы в не
сколько другой постановке рассматривалась в работе (^).

1. Как известно, в плоской задаче теории упругости перемещения 
и и V должны удовлетворять уравнениям Ияме

Р92и -|֊ (К 4- р) — — О, 
дх

(1.1)

4֊ (X ' р) — = О*

а напряжения выражаются через перемещения формулами
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°х — /.А

где

а /. и н упругие постоянные материала прямоугольника.
Рассмотрим растяжение прямоугольника, когда усилена упругим 

креплением одна кромка прямоугольника длиною 2а. Начало коор
динат берем в середине усиленной кромки. Ось ох напривляем вдоль 
длины крепления, а ось оу во внутрь прямоугольной области. Ос
тальные кромки прямоугольника свободны от напряжений.

В силу симметрии граничных условий перемещения и и V можно 
определить только в половине области прямоугольника.

Таким образом на кромках х — 0. х — и, у = Ь будем иметь сле
дующие граничные условия и условия симметрии:

у) = 'л-у (л, У) = Л- (*, = ~ху = 0 (1.3)
"(0, у) = -ху (0, у)=0. (1.4)

Исходя из допущения, что накладка находится в одноосном на
пряжённом состоянии О и что поперечное сечение Г накладки 
мало на кромке у=0 будем иметь

«у(а',0)=0 (1.5)

и аналогично (’), если рассмотреть равновесие элемента накладки, 
получим второе граничное условие на у = 0

(I
ди
дх V о9

где £՝։ модуль упругости материала
Решение уравнений (1. 1) для 

следующих рядов:

накладки.
перемещении и и V ищем в виде

и = у
НГ

//* АТЙ7* А)8ПГ։'/.. у,
к

!
1» —

к
В к к У ! (֊----- — ик — Лк )с11>-д. у —

!1

СОБ՝' * X - • - (1.К)

НО

/
СО57* у,

1
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где
1 к — (2Л 1 ) " 2(1, । к ~ Ь.

Легко видеть, что условия симметрии (1.4) удовлетворяются 
тождественно. Используя граничные условия (1.3), (1.5) и (1.6) для 
определения неизвестных коэффициентов, получим следующие соот
ношения:

Ек = — Н\ (—1-----1՜ а , В к — —------~1~ С к , (1.9)
Д- {I / а

— С к ! • к Ь — Е)к >֊к 6сИ1/* Ь

и совокупность четырех бесконечных систем линейных уравнений
ЛО

ёпкУп
л-1

ос
2к — 'У цк АII

(*==!, 3,.. .)

(Л-2, 4, • . . ) .
л 1

ПО **

= V (1пк ?ц ^пк ?П “1՜ »
л- 1,3 л 2,4

ОО •«*
У к ~ Ьцк^п 4՜ X ~ ™ к '

п—2,4

(1.10)

(1.Н)

(1.12)

(1.13)

где введены следующие обозначения:

(1.14)
Ь\к сЬ -(к а

РЛ(-1)*^
< / С- 1.

* «н рак с IV к Ь
бЬХ* Ь

;0Л8)
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81։>.» Ь Л

511/ А- Ь
(1.19)

2(/. 4-
(1.20)

1кследуем бесконечные 
вестные оценки (в), которые

системы (1.10) (1.13). Используя
в наших обозначениях имеют вид

из-

и обозначения (1.15) получаем:

(1.21)

(1 22)

(1.23)

(1.24)

Пользуясь выражениями (1. 22) и (1. 23), после некоторых пре
образований для суммы абсолютных значении коэффициентов систем 
(1.12) и (1.13) получаем:

с И/ /{Ь [ / к /?с(1ц а- Ь — 1 —

2 ( с11/ * Ь 4 /л ^с01/ А. Ь — 1 — */.* Л’ьЬ/д. Ь

0,692
2<Л-

с 01/ Ь

1 | М 4֊ 11 </лА- | = -7֊А֊ 2 <֊'11/* Ь - _
п 1,3 я-2.4 Ь(1ь I \ нН/-а- Ь

2 ( с11/ а- Ь —
>Ч։Ь 

511/^ Ь
— /-А ь С|11 /^ Ь 4 1 )4֊а/.Л #5Ь/֊а Ь |4-
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0,692а . . / кк Ь \֊ ———'-«ШМИц Ь ( 1------ -— )<сО,77(1.
2дк \ 8^4 Ь)

Таким образом, совокупность бесконечных систем 1.10—(1.13) 
оказалась вполне регулярной, свободные члены этих систем, как легко 
видеть, ограничены сверху и для больших £ имеют порядок убывания

2. Во второй задаче рассматривается прямоугольник размерами 
2а и 2Ь. Кромки длиною 2 а усилены упругими накладками, которые 
растягиваются. Выбираем правую систему координат, причем начало 
координат находится в середине прямоугольника, а ось ох параллельна 
усиленным кромкам. В силу симметрии перемещения и и V определяют
ся только в четвертой части основной области (О^х^г/, О^у Ьу

Граничные условия этой задачи будут иметь вид:

ди
Ох у ь

(х, 0) = 0, (2 1)

(2.2)

У) 'уу

а

Здесь перемещения ищем в виде:
ОО

/1 = V (Н/,. с11'*у Сд/* узЬ'д у)8Н1'д- Л* 1 
к ■» I

(2.3)
ОО

4- V (3*3)17* х 4- 7* л*сГ«7А-х)с°87* у,
к 1

где

/л. |-

Ск '/ к У СЙ/д У СОЗ'дХ

с!г, к х ֊; И к \к л' 8117а- х

(2.4)

>/г-(2Л 1)“/2<Ь

/?* ) 5Й/ д у

81И 7 к у .

Легко убедиться, что при таких выборах и и 1՛ тождественно удов
летворяются условия симметрии (2. 1). После удовлетворения осталь
ных граничных условий для определения неизвестных коэффициентов 
получим следующие соотношения

Л/.— Са- ( / д Ь Ь

и бесконечные системы линейных уравнений
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2^ спЬ Уп » 
л-1

(2.5)

ОФ

У к = У Н э
л- 1

(2.6)

где введены обозначения:

хм* ( — I)*4՜1 

7* £с117л а

уИ-Р*՛1 
а*сЬл*Ь

В силу (1.21) имеем

1 ы 
п *» I 0,770.

Снова используя (1.21) имеем

0,770( thz.fr Л
\сЬ% Ь /

(к ь ֊4֊ thz.fr ь ֊1-----
\ сй%£ /

По опенкам (2.7) и (2.8) системы (2.5) и (2.6) оказались вполне 
регулярными. Легко видеть, что эти системы имеют ограниченные 
сверху и для больших индексов стремящиеся к нулю свободные члены.

Таким образом, неизвестные коэффициенты разложений (17), 
(1.8). (2.3) и (2.4) могут быть определены с любой степенью точно
сти.

Эго позволяет для искомых напряжений и перемещений получить 
оценки сверху и снизу в любой точке рассмотренных прямоугольников

Ереванский политехнический институт нм. К. Маркса
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Վ. Վ. ՄԻՔԱՅնԼՅԱՆԱռաձգական ւ|ե րաղիրնե րով առաձգական ուղղանկյան ձգման երկու իւն ղի րն Ь րի մասին
Դիաարկվում Ւ, ուղղանկյան համար առաձգականության տեսության հարթ 
խնզիրր, երբ ո։ զդանկ յան մեկ կոդր, կամ երկու հանզիւգակած կոդերն ուժե
ղացված են նրանց զոդված (կամ սոսնձված) առաձզական վերադիրներով,
որոնք) ունեն բավականաչափ փոքր 11 հաստու թյուն։ Վերադիրներր ձգվում են
երկու հավասար և հակառակ ու դզված ուժերով։ Ու զդանկ յան մնացած կ ո դե
րքն րնդունվոէմ են ազատ բեռնվածությունից։

էսն զրի յուծման ժամանակ օ գտ ա զո ր ծ վ ու մ է Մելանի րն գունելութ յունր , 
որ առաձզական վերադիրներր գտնվում են միաոանցր լարված ա յին վիժա
կում։ 11 և V տեդափոխումներր, որոնք իրենցից ներկա յա զն ո ։ մ են խնդրի 
լուծոէմր, փնտրվում են նուրյեի երկու շարքերի գումարի տեսքով: Այդ շար
քերի զործա կիցների որոշոէմր բերվում է գծային Հավասարումների անվերք 
սիստեմի լուծման։ Ապացուցվռւմ է, որ ստացված սիստեմներր լիովին ռե
գուլյար են և ունեն գումարման մեծ ինդեքսների համար զրոյի ձգտոդ ազատ 
անգամներ»
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